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Kapitel 1

Grundlegende Elemente der
Finanzmathematik

1.1  Zeit, Kapital, Zahlungen, Finanzstrome

In diesem Buch [Wiel8] und siehe [HulO1l]verstehen wir unter Finanzmathematik die mathematische
Beschreibung der Bewertung und Entwicklung eines Geldbetrages (im weiteren Kapital genannt) zu
unterschiedlichen Zeitpunkten oder Zeitdauern. Schon daraus ergeben sich zwei wichtige Grundelemente:
der Geldbetrag (das Kapital) und die Zeit. Es ist bekannt, dass ein und derselbe Geldbetrag wesentlich
davon abhéngt, zu welchem Zeitpunkt er betrachtet (bewertet) wird. Nehmen wir an, Sie haben die
Moglichkeit, einen Betrag — sagen wir von 1000 EUR — heute oder erst in einem Jahr zu erhalten.
Wahrscheinlich werden Sie sich fiir den Betrag zum heutigen Zeitpunkt entscheiden. Egal, wie die Dinge
sich entwickeln, werden die 1000 EUR heute kaum dem Betrag in einem Jahr entsprechen. Dafiir sprachen
folgende Uberlegungen:

e Niemand weif}, ob sich die Dinge so verschlechtern, und der Geber des Geldbetrages in einem Jahr
iiberhaupt noch in der Lage sein wird, 1000 EUR zu zahlen. Wir nennen das ,,Ausfallrisiko des
Geldgebers”.

e In der Regel fithren Inflation zur Abwertung des Geldbetrages. D.h. 1000 EUR sind heute
wahrscheinlich mehr wert als in einem Jahr. Sie konnen fiir ein und denselben Geldbetrag heute
mehr Waren und Dienstleistungen kaufen als in einem Jahr. Die Abwertung ist jedoch keine
abgemachte Sache, es kann durchaus auch zu einer Aufwertung kommen. Auf jedem Fall miissen
Sie mit der Verdnderung der Bewertung des Geldbetrages zu einem anderen Zeitpunkt rechnen.

e Wenn sie bereits heute iiber 1000 EUR verfiigen, konnen Sie das Geld anlegen, z.B. als Festgeld fiir 1
Jahr oder in einjahrige Staatsanleihen und werden nach einem Jahr wahrscheinlich iiber mehr Geld
verfiigen als {iber 1000 EUR. Aber auch hier kann der Fall nicht ausgeschlossen werden, dass die
Bank ihrer Verpflichtung nicht nachkommen kann, oder der Staat die Anleihen mit entsprechenden
Zinsen nicht zuriickzahlen kann.

e Fin weiterer Risikofaktor wére das Wechselkursrisiko. Wenn Sie beispielsweise eine Urlaubsreise in
einem Jahr in die USA planen und bereits heute fiir erhaltenen 1000 EUR sagen wir 1200 USD
kaufen (Wechselkurs 1 EUR = 1,20 USD). Die gleiche Transaktion ein Jahr spéter kann ganz anders
aussehen. Entweder erhalten sie mehr oder weniger USD, je nachdem, wie sich der Wechselkurs
entwickelt.

Vielleicht finden Sie noch andere Griinde dafiir, dass ein und derselbe Geldbetrag heute oder zu einem
anderen Zeitpunkt sich unterscheiden konnen. An dieser Stelle ist es wichtig, dass wir das Kapital
zeitabhéngig betrachten miissen. Wenn wir das Kapital (eine gewissen Geldbetrag) mit K bezeichnen,
macht es Sinn dem Kapital einen Zeitstempel zu verpassen. Mit K; bezeichnen wir das Kapital K zum
Zeitpunkt t. Betrachtet man das Kapital zu unterschiedlichen Zeitpunkten (bezeichnen wir mit ¢; und
t2), so betrdgt das Kapital zum Zeitpunkt ¢; : Ky, und zum Zeitpunkt ¢2 : Ky,. Die Verdnderung des
Kapitalbetrages zwischen zwei benachbarten Zeitpunkten wird mit A = Ky, — Ky, wenn ty > t; ist.
Zum besseren Verstandnis macht es Sinn, die Kapitalbetrage auf einer Zeitachse abzutragen. Gehen wir
zunéichst davon aus, dass der Zeitpunkt ¢; vor dem Zeitpunkt ¢ liegt (t1 < t2). Die Zeitpunkte lassen
sich dann auf der Zeitachse t abtragen.
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Der Ausloser einer Kapitalanderung kann unterschiedlicher Natur sein. Einige Beispiele wéren: ein
Zahlungseingang bzw. -ausgang, Zinszahlungen. Im weiteren werden wir den Ausléser einer Kapitalanderung
Transaktion nennen und mit A bzw. mit A;, wenn es sich um mehrere handelt, bezeichnen. Da
Transaktionen immer zu bestimmten Zeitpunkten stattfinden, werden wir auch die Transaktionen mit
einem Zeitstempel versehen: A; bzw. A;. Die Summe aller Transaktionen zum Zeitpunkt ¢, egal mit
welchem Vorzeichen, werden wir kurz mit A; bezeichnen, also als eine (aggregierte) Tansaktion betrachten.

Ay = Z Ai (1.1)
i=1
ny — Anzahl der Transaktionen zum Zeitpunktt (1.2)

Der Kapitalbetrag K; zum Zeitpunkt ¢ kann errechnet werden aus dem Kapitalbetrag K, , welcher sich in
der Folge der letzen Transaktion(en) zum Zeitpunkt ¢; ergeben hat und aller Transaktionen im Zeitpunkt
t:

K, =Ky, + ZAit (1.3)
=1
Kt == Ktl + At (14)

Grafisch dargestellt ergibt sich folgendes Bild:

Ktl Kt
Ay
tl t2

Beispiel 1:

Auf einem Girokonto werden folgende Transaktionen getéatigt:
e am 5. Februar wird eine Uberweisung von 300 EUR getatigt.
e am 10. Februar werden 500 EUR am Geldautomaten abgehoben.

e am 20. Februar erfolgt eine Gutschrift von 1000 EUR und es wird eine Uberweisung von 200 EUR
getatigt.

Das Guthaben (Kapital) am 1.Februar betrug 800 EUR. Auf unserer Zeitachse sind damit folgende
Zeitpunkte zu betrachten:

e {; : 1. Februar
e ty : 5. Februar
e t3 : 10. Februar
e t4 : 20. Februar

Die entsprechenden Transaktionen sind dann:

Ay, = —300EUR
Ay, = —500 EUR
Ay, = 1000 EUR — 200 EUR = 800 EUR



in grafischer Form:

Ay, = —300 Ay, = —500 A, = 800
4 \ {

tl tg t3 t4

Das Guthaben zu den Zeitpunkten betrégt dann:

=800 EUR
K., = K;, + Ay, =800 EUR — 300 EUR = 500 EUR

Ky = Ky, + Ay, =500 EUR — 500 EUR =0EUR
K, =K, +A,=0EUR+800EUR =800FEUR
In grafischer Form:
K, =800 K, =500 K, =0 K, =800
t ts ts ty

Oder in einer gemeinsamen Grafik dargestellt. Dadurch wird deutlich, dass Transaktionen zu Kapitalveranderungen
fihren.

Ktl == 800 Kt2 == 500 th == 0 Kt4 = 800
Ay, = —300 Ay, = —500 Ay, =800

t1 to t3 tq

Eine Folge von Transaktionen A;, bzw. eine Folge von Kapitalvolumina K, werden Finanzstréme genannt
und sind Gegenstand weiterer Untersuchungen.

Selbstverstandlich sind Finanzstrome nicht nur bei der Kontobewegung zu finden. Weitere Beispiele
waren:

e eine Folge von Zahlungen zur Tilgung eines Kredites oder Mietzahlungen
e Periodisch wiederkehrende Zahlungen wie Zinsertrage oder Mieteinnahmen
e Kauf und Verkauf von Wertpapieren

Nicht nur gleichbleibende Zahlungen oder Ertrage sind moglich, sondern auch sich stdndig andernde
Betréige konnen berticksichtigt werden. Im vorhergehenden Beispiel wurde die Historie von Transaktionen
betrachtet. Genauso grofies Interesse haben auch zukiinftige Zahlungen. Wichtig in jedem Fall ist die
Tatsache, dass nach jeder Transaktion der Wert des Kapitals sich andert.

Eine besondere Rolle in Finanzstromen spielen die Zinsen. Bekanntlich werden fiir das zeitweise Uberlassen
von Geldbetrégen Zinsen gezahlt, die haufig als Preis fiir die befristete zur Verfiigungsstellung von Geld
aufgefasst wird. Allein die Tatsache, das jemand {iber Geld verfiigt, gibt ihm die Moglichkeit durch
zeitweise Uberlassung eines Geldbetrages, Geld zu verdienen. Eine im Kapitalismus {ibliche Praxis, die



jedoch moralisch zu zumindest sehr fraglich ist. So gibt es durchaus andere Modelle des Geldverleihens,
wie z.B im Islamic Banking, wo finanzielle Vergiitung des Geldverleihes nicht praktiziert wird.

Die Interpretation der Zinsen als Preis fiir die zeitweise Uberlassung eines Geldbetrages auch unter
kapitalistischen Verhéltnissen greift zu kurz. Das Verleihen von Geld kann fiir den Geldgeber auch
negative Folgen haben. So muf} er damit rechnen, dass widrige Umsténde es moglich machen, dass der
Geldbetrag nicht oder nur teilweise zuriickgezahlt werden kann. Diese Moglichkeit wird als Ausfallrisiko
des Kreditnehmers bezeichnet und muss bei der Zinsbestimmung berticksichtigt werden. Ein weiterer
Aspekt sind Verluste durch Inflation. Ein Geldbetrag von heute ist allein wegen der Inflation nicht
gleichwertig zu einem spateren Zeitpunkt. In Zeiten knappen Geldes kann die Knappheit die Zinsen
hochtreiben und ein Niveau erreichen lassen, dass nicht mehr den iiblichen Marktbedingungen entspricht.

Im Rahmen dieses Buches werden wir nicht der politokonomischen Natur der Zinsen nachgehen, sondern
uns mit Methoden der Zinsberechnung beschéftigen.

Da zu ist es notwendig, einige Voraussetzungen zu treffen:
e Keine Inflation
e Keine Knappheit von Geld

e Keine Ausfallrisiken

1.2 Zinszahlungtermine

Bevor wir uns ausfiihrlich mit Zinsberechnungen beschéftigt werden, miissen noch einige grundsatzliche
Begriffe und Abmachungen besprochen werden. Wie bereits gesagt, werden fiir das Uberlassen von
Geldbetrigen fiir einen gewissen Zeitraum Zahlungen féllig, die wir Zinsen nennen wollen. Der Prozess
des Geldverleihs kann aus zweierlei Sicht betrachtet werden: vom Standpunkt des Begiinstigten sind
Zinsen an den Glaubiger zu entrichten. Der Glaubiger selbst zahlt nicht, sondern erhélt Zinszahlungen. In
diesem Sinne sind die Zinszahlungen - ob als Zahler oder Empfanger - Transaktionen , wie sie im Kapitel
Abschnitt 1.1 behandelt wurden. Aus der Sicht des Glaubigers verlassen die Zinszahlungen entweder
das System der Kapitalbewegungen (die Zinsen werden an den Glaubiger ausgezahlt) oder die Zinsen
werden dem Kapital zugeschlagen wodurch sich praktisch das tiberlassenen Kapital erhoht. Aus der Sicht
des Begiinstigten sind Zinszahlungen zu erbringende Leistungen fiir die Uberlassung des Kapitals, die
entweder ausgezahlt werden oder die Schuld zumindest zeitweise erhohen. Die Zinszahlung erfolgt zu
einem bestimmten Termin, den wir Zinszahlungstermin nennen. Es ist zu vereinbaren, wann und wie
die Zinszahlungen erfolgen, und in welcher Hohe sie anfallen. Letzteres ist Gegenstand der Zinsberechnung
(siehe Hauptabschnitt Kapitel 2 . Grundsétzlich sind zwei Moglichkeiten der Zinszahlungen moglich:

e Die Zahlung erfolgt einmalig fiir den gesamten Zeitraum, fiir den das Geld iiberlassen wurde
( Uberlassungszeitraum oder Laufzeit). Die Zahlung kann am Anfang, am Ende oder zu einem vorher
definierten Zeitpunkt erfolgen. Selbstverstédndlich wird die Hohe der Zinsen davon abhingen, wann
die Zinszahlung erfolgt.

e Der Zeitraum, fir den das Geld iiberlassen wurde (Laufzeit), wird in einige - in der Regel gleichgrofle
- Zeitabschnitte unterteilt und die Zinsen fiir jeden dieser Abschnitte separat gezahlt. Auch hier
kann der genaue Termin der Zinszahlungen variiert werden. In der Regel erfolgen die Zahlung am
Ende der jeweiligen Zeitabschnittes, moglich sind aber auch andere Termine, wie z.B. zu Beginn
deZeitabschnittes. Wichtig ist jedoch, es erfolgen mehrere Zinszahlungen. Ein typisches Beispiel
wire bei einem Uberlassungszeitraum von 10 Jahren, die Unterteilung der gesamten Periode in 10
einjahrige Zeitabschnitte. Fir jedes Jahr erfolgt eine separate Zinszahlung, wobei zu klaren ist,
wann diese Zahlung erfolgen, z.B. am Ende jedes Zeitabschnittes.

Versuchen wir die Finanzstrome fiir beide Félle grafisch zu illustrieren. Die Zinszahlungen erfolgen jeweils
am Ende jedes Zeitabschnittes.

Eine Zahlung



N
to T
Dabei bezeichnen:
to Beginn des Uberlassungszeitraums
T Ende des Uberlassungszeitraums
Zp  Zinszahlung
Mehrere Zahlungen
Zt, Zr—2 Zr-1 Zr
3 \J 1 1
to t1 T-—2 T-1 T

Dabei bezeichnen:

to Beginn des Uberlassungszeitraums
t1 erster Zinszahlungstermin

T —1 vorletzter Zinszahlungstermin
T letzter Zinszahlungstermin
Zy Zinszahlung zum Zeitpunkt t

Zinszahlungen erfolgen zu jeden Zinszahlungstermin. Es ist nun zu kléren, wie die Zinsen berechnet
werden.

1.3 Zinsperioden

Die Periode, fiir die die Berechnung der Zinsen zu Grunde liegt, wird alsZinsperiode bezeichnet.
Zinszahlungstermine kénnen in ein und der selben Zinsperiode stattfinden (miissen es aber nicht) Sehr
h&ufig trifft es zu, dass Zinszahlungen am Ende oder am Anfang einer Zinsperiode auftreten. Alle diese
Moglichkeiten werden am Beispiel illustriert.

1. Die Anzahl der Zinszahlungen ist kleiner als die Anzahl der Zinsperioden hat mehrere
Zinsperioden:

Nehmen wir an, die Zinsen werden jéhrlich berechnet, die Zinszahlungen erfolgen jedoch aller 3 Jahre. Der
Uberlassungszeitraum betriigt 6 Jahre. Damit erfolgen 2 Zinszahlungen und am Ende der Zinsperioden
werden die Zinsen akkumuliert, wobei die jahrlichen Zinsen geméafl der Berechnungsvorschrift fiir Zinsen
der jeweiligen Zinsperiode durchgefiithrt werden.

K;, K;, K;, K, K, K
Z, Z, Zy, Zs, Zts Zr

Zt3 ZT

1 3

to t1 to i3 ty ts T

Dabei bezeichnen:



to Beginn der ersten Zinsperiode (g, t1)
th Ende der ersten Zinsperiode (tg,t1) und Beginn der zweiten Zinsperiode (t1,t2)
to Ende der zweiten Zinsperiode (t1,t2) und Beginn der dritten Zinsperiode (s, t3)

ts =T Ende der letzten Zinsperiode (t5,ts) und Ende des Uberlassungszeitraums
ts3 1. Zinszahlungstermin

(T) 2. Zinszahlungstermin

Ly, * Zinsen fiir die Zinsperiode (g, t1)

A Zinsen fiir die Zinsperiode (t1, t2)

Zyo* Zinsen fiir die Zinsperiode (ts,tg)

Ly, 1. Zinszahlung

Zr 2. Zinszahlung

Ky, Kapital zum Zeitpunkt ¢y (Anfangskapital)
K; Kapital zum Zeitpunkt ¢

Die Zinsen fiir die Perioden (tg,t1),(t1,t2) und (to,t3) bzw. (t3,t4),(ts,t5) und (ts,ts)werden berechnet,
aber nicht ausgezahlt. Sie werden akkumuliert zu Z;, und Z7 und gemeinsam zum Zinszahlungsterminen
(t3) und (T)ausgezahlt. Am Ende des Uberlassungszeitraumes wird das iiberlassene Kapital K, dem
Glaubiger zuriickerstattet.

2. Zinsperiode hat mehrere Zinszahlungstermine:

Die Zinsperiode betrage 1 Jahr, Zinszahlungen sind halbjahrlich durchzufithren. Der Uberlassungszeitraum
moge 2 Jahre sein. Insgesamt sind 4 Zinszahlungen fallig.

Ky Ky Ky Ky Ky
Zy, Zt, Zig Zr

b l i\ {

to 0 ty ts T

Dabei bezeichnen:

to Beginn der ersten Zinsperiode (to, t2)
to Ende der ersten Zinsperiode (¢o, t2) und Beginn der zweiten Zinsperiode (ta,T)
T Ende der zweiten Zinsperiode (t2,7T) und Ende des Uberlassungszeitraums

(t1) 1. Zinszahlungstermin
(t2) 2. Zinszahlungstermin

(T') 4. Zinszahlungstermin
Zy, 1. Zinszahlung
Zy, 2. Zinszahlung

Zr 4. Zinszahlung
Kapital zum Zeitpunkt ¢ (Anfangskapital), ¢, to, t3 und T

Die Zinsberechnung erfolgt am Ende jeder Zinsperiode. Das Kapital dndert sich nicht, da zu den
Zinszahlungsterminen die Zinsen ausgezahlt werden.



3. Zinszahlungen erfolgen am Ende jeder Zinsperiode:

Ein Kapital wird jahrlich verzinst (Zinsperiode ist ein Jahr). Die Zinszahlungen erfolgen ebenfalls am
Ende des Jahres (Zinszahlungen erfolgen am Ende der jeweiligen der Zinsperiode). Der Uberlassungszeitraum
betragt 5 Jahre:

Ky Ky Ky Ky Ky Ky
Zy, Zy, Ly, Zt, Zr

\ \ ! 4
tlo tll t; t; tl4 'le

Dabei bezeichnen:

to Beginn der ersten Zinsperiode (tg, t1)
t Ende der ersten Zinsperiode (to,t1) und Beginn der zweiten Zinsperiode (t1,t2)

T Ende der letzten Zinsperiode (t4,7") und Ende des Uberlassungszeitraums
Zy, 1. Zinszahlung fiir die Zinsperiode (¢o,t1)
Z, 2. Zinszahlung fiir die Zinsperiode (t1,t2)

Zr  letzte Zinszahlung fiir die Zinsperiode (t4,T)
K,;, Kapital zum Zeitpunkt to (Anfangskapital), ¢1, to, t3, t4 und T'



Kapitel 2

Zinsen und Zinssatze.
Berechnungsmethoden

Zur Berechnung der Zinsen werden folgende Werte benotigt:
1. die Dauer der Zinsperiode
2. die Hohe des iiberlassenen Kapitals (kurz Kapital)
3. der Zinssatz

Die Dauer der Zinsperiode errechnet man aus dem End- und Anfangszeitpunkt der Zinsperiode. Bezeichnet
man mit ¢y den Beginn der Zinsperiode und mit ¢; das Ende der Zinsperiode (1 > o), so ist die Dauer
oder Lange der Zinsperiode aus der Differenz beider Zeitpunkte auf der Zeitskala zu berechnen:

At =t —to

Die Hohe des zu verzinsenden Kapitals zu Beginn der Zinsperiode wird wie bisher mit K, bezeichnet.
Der Zinssatz ist notwendig, um die Hohe der Zinsen in Abhéingigkeit von der Hohe des Kapitals K,
und der Dauer der Zinsperiode At zu berechnen. Der Zinssatz (bezeichnet mit 7) gibt den prozentualen
Anteil fiir die Uberlassung des Kapitals in der Hohe K = 1 fiir die Dauer der Zinsperiode (to,t1) an.
Mit anderen Worten: Der Zinssatz i sind die Zinsen Z, die ein Kapital in der Hohe von 1 (K = 1) in
der Zinsperiode (to,t;) erwirtschaftet. Fiir die Uberlassung vom Kapital K, fir die Dauer At miissen
Zinsen Z im Umfang vob Ky, - ¢ gezahlt werden. Allgemein gilt:

Z=K-i (2.1)

Das beschrieben Prinzip der Zinsberechnung impliziert, dass der Zinssatz i speziell fiir die Dauer der
Zinsperiode anzugeben ist. Das wiirde bedeuten: Sollen 2000 EUR fiir 2,5 Monaten tiberlassen werden,
bendétigen wir einen 72,5 - Monatszinssatz”’, um die Zinsen als Anteil vom Kapital berechnen zu kénnen.
Grundsatzlich ist das moglich, aber nicht iiblich. In der Regel wird ein Jahreszinssatz ij,p, oder ein
Monatszinssatz, aus dem sich dann die Hohe des Zinssatzes fiir jede Zinsperiode ableiten lasst.

Wir miissen folglich unterscheiden, fiir welche Zinsperiode der Zinssatz angegeben ist. Im Idealfall
entspricht der Zinssatz der Zinsperiode, z.B der Jahreszinssatz fiir eine Zinsperiode von 1 Jahr oder
der Monatszinssatz fiir eine Zinsperiode von einem Monat. Wenn das nicht der Fall ist, ist entweder ein
Verfahren anzuwenden, dass die Nutzung anderer Zinsperioden als fiir den gegebenen Zinssatz ermoglicht
oder der Zinssatz ist der Dauer der Zinsperiode anzupassen. Beide Wege sollen beschritten werden.

Entsprechen Zinssatz der Dauer der Zinsperiode, kann die Berechnung der Zinsen fiir eine Zinsperiode
durch die einfache Formel:

erfolgen. Dabei ist K das Kapital zu Beginn der Zinsperiode, i der zinsperiodenspezifische Zinssatz.

10



Schwieriger wird es, wenn Zinssatz nicht der Dauer der Zinsperiode entspricht. Bevor wir uns diesem Fall
zuwenden, muss die Berechnung der Zinsen diskutiert werden, wenn Anzahl der Zinszahlungen nicht mit
de Anzahl der Zinsperioden {ibereinstimmen. Wenn die Zinszahlung aus mehreren Zinsperioden zu einer
Zinszahlung zum Zinszahlungstermin aggregiert werden, ist zu beachten, dass die in einer Zinsperiode
aufgelaufenen Zinsen dem Kapital zugeschlagen werden miissen, da sie nicht der Auszahlung unterliegen.
Die dahinterliegende Theorie der Zinsberechnung wird als Zinseszinsrechnung oder exponentielle
Verzinsung bezeichnet. Im Unterschied dazu erfolgt die Zinsberechnung innerhalb einer Zinsperiode,
sofern der Zinssatz der Dauer dieser Zinsperiode entspricht, ohne Zinseszinseffekt und wird einfache
Verzinsung genannt. Beide Methoden sind Gegenstand des néchsten Abschnittes.

2.1 Einfache Verzinsung
Wir betrachten einige typische Félle, wo die einfache Verzinsung zur Anwendung kommt.

1. Zinsperiode und Uberlassungszeitraum sind identisch.

2. Der Uberlassungszeitraum in eine Reihe - hiufig gleichlanger - Zinsperioden unterteilt. Am Ende
(oder zu Beginn) der Zinsperiode finden Zinszahlungen statt. Wichtig dabei ist, dass die Zinsen
ausgezahlt werden und nicht am Ende der Zinsperiode dem Kapital zugeschlagen werden.

3. Der Uberlassungszeitraum (die Laufzeit) ist nicht grofier als ein Jahr. Auch hier findet die einfache
Verzinsung Anwendung, wenn - wie oft iiblich - ein Jahreszinssatz zur Anwendung kommt.

Es werden zwei weitere Annahmen getroffen, die jedoch spéter wieder aufgehoben werden.

1. Der Zinssatz entspricht der Lange der Zinsperiode

2. Der Zinssatz ist konstant fiir die gesamte Laufzeit

Beispiele:

1. Die Laufzeit und die einzige Zinsperiode betragen 1 Jahr. Gegeben ist der Jahreszinssatz.

2. Der Laufzeit betragt 3 Jahre, die Zinsperioden dauern jeweils 1 Jahr. Gegeben ist ein Jahreszinssatz.
Die Zinszahlungen erfolgen am Ende jeder Zinsperiode.

3. Die Laufzeit betrdgt 1 Jahr. Die Lange jeder Zinsperiode ist ein Halbjahr. Gegeben ist der
Halbjahreszinssatz. Die Zinszahlungen erfolgen nach jeder Zinsperiode (also halbjahrig)

Fiir jede Zinsperiode j werden die ZinsenZ; gemafl dem Vorgehen der einfachen Verzinsung berechnet:

Z;=K-i (2.2)

Am Ende jeder Zinsperiode erfolgt die Auszahlung der Zinsen. Bei mehreren Zinsperioden werden die
Zinsen nicht dem Kapital zugeschlagen, da vereinbarungsgemaf jede Zinsperiode mit einer Zinszahlung
verbunden ist. Die Zinsen werden ausgezahlt. Das Kapital ist in jeder Zinsperiode konstant.

Berechnen wir die Zinsen fiir die Beispiele . Der Jahreszinssatz betriagt fiir die Beispiele 1 und 2 5% fiir
das Beispiel 3 ist der Halbjahreszinssatz von 2,5% gegeben, das Kapital habe die Héhe von 1000 EUR:

1. Z=K-i=1000-0,05=50
Die einmalige Zinszahlung betragt 50 EUR.

2. Z; =K -i=1000-0,05=50, j =1,2,3
Die 3 Zinszahlungen betragen jeweils 50 EUR

3. Z; =K -i=1000-0,025 =25, j =1,2
Die 2 Zinszahlungen betragen jeweils 25 EUR und werden halbjahrlich gezahlt. Im praktischen
Bankgeschiéft ist es durchaus moglich, dass an Stelle der 2 Zinszahlung eine Zinszahlung im Umfang
von 50 EUR erfolgt.
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Die einfache Verzinsung wird haufig dann verwendet, wenn die Lénge der Zinsperiode nicht langer als ein
Jahr ist. Ist die Zinsperiode kiirzer als ein Jahr spricht man von unterjiahrigen Verzinsung.

Die Auszahlung erfolgt im praktischen Bankgeschéft hdufig nach mehreren unterjahrigen Zinsperioden,
was methodisch nicht unproblematisch ist. Schliellich fallen die Zinsen nach jeder unterjahrigen Zinsperiode
an und sollten deshalb in den nachfolgenden Zinsperioden bis die Auszahlung erfolgt ebenfalls verzinst
werden.

Wir gehen davon aus, das der Zinssatz der Dauer der Zinsperiode entspricht. Ist das jedoch nicht der
Fall kommen zwei Vorgehensweisen zun tragen:

1. Umrechnen des gegebenen Zinssatzes in einen Zinssatz, der der Lange der Zinsperiode entspricht.

2. Nutzung des gegebenen Zinssatzes, auch wenn er nicht der der Linge der Zinsperiode entspricht
und modifizieren der Berechnungsformel.

Im Bankgeschift ist es iiblich, Jahreszinssitze (Bezeichnung i)/, oder wenn nicht anders vereinbart i) zu
verwenden, auch dann, wenn die Zinsperiode unterjéhrig ist. Grundsétzlich kann jede beliebige Lange der
Zinsperiode gewahlt werden. Wie das geschehen kann, wird spater betrachtet. Dazu sind einige weitere
Vereinbarungen zu treffen. Es sind folgende unterjéhrige Zinsperioden bzw. Zinssétze iiblich:

e halbjdhrliche Zinsperiode bzw. Halbjahreszinssatz (Bezeichnung i%)
e vierteljahrliche Zinsperiode bzw. Vierteljahreszinssatz (Bezeichnung i 1 )
e monatliche Zinsperiode bzw. Monatszinssatz (Bezeichnung z%)

e Zinsperode dauert ein Tag bzw. Tageszinssétze (Bezeichnung unter bestimmten Bedingungen 4 o )

Die Bezeichnung basiert auf dem Vorgehen in [Wiel8], wo dass Jahr in Abhéngigkeit von der Betrachtungsweise
in mehrere gleich lange Zeitintervalle unterteilt wird. Die Anzahl aller Zeitintervalle eines Jahres in
[Wiel8] als Basis bezeichnet. So gilt:

e bei halbjahrlichen Zinsperioden ist die Basis =2

e bei vierteljahrlichen Zinsperioden ist die Basis =4
e bei monatlichen Zinsperioden ist die Basis =12

e dauert Zinsperiode ein Tag ist die Basis =360

Die letztere Bezeichnung basiert auf der Tatsache, dass die Dauer eines Jahres mit 360 Tagen festgelegt
wird. Ausfiihrlicher dazu sieche Unterabschnitt 2.1.2

Allgemein bezeichnet man den unterjihriger Zinssatz fiir eine Zinsperiode, wenn die Zinsperiode aus m
Zeitintervallen bei einer gegebenen Basis besteht, mit ¢_m .

So bezeichnet beispielsweise 4 z den Zinssatz fiir eine Zinsperiode von sieben Monaten, wobei als Basis
12 gewéhlt wird. Eine andere Darstellungsweise fiir den Zinssatz einer Zinsperiode von 7 Monaten wére
i 210, wobei die Basis dann allerdings 360 ist. Der Zinssatz bezieht sich auf eine Periode von 210 Tagen,
was 7 Monaten entspricht. Dabei wird unterstellt, dass ein Monat genau 30 Tage hat.

2.1.1 Umrechnung von Jahreszinssatze in unterjahrige Zinssatzen

Die Umrechnungsformeln kann allgemein folgendermafien formuliert werden:

(2.3)
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i=i1-m (2.4)

3k

Dabei ist m die Anzahl von unterjahrigen Zinsperioden eines Jahres. Fiir die halb-, vierteljahrigen und
Monatszinsen gilt:

.
Nl=

~.
e

— LB VIR
ol =

Jun
)

Selbstverstandlich konnen auch nicht standardisierte unterjahrige Zinssétze, wie z.B. ein Zweimonatszinssatz
(Bezeichnung i 1 da ein Jahr aus 6 Zweimonatsperioden besteht) berechnet werden.

I
~.

~.
ol
(@}

Beispiel:

Der Jahreszinssatz ¢ betragt 6%. Wie lauten die entsprechenden Halbjahres-, Vierteljahres-, Monats-
und Zweimonatszinssatze und die entsprechenden Zinsen?

Die unterjahrigen Zinssatze:

i%=0’206=0,03
0,06
i1 = ’4 = 0,015
) 0,06
=1 = 0,005
. 0,06
iz =% =0,01
Die Zinsen je Zinsperiode:
Z%:1000-0,03:30
Z%=1000-0,0015=15
Z 1 =1000-0,005 =5
2%21000-0,01:10

2.1.2 Verwenden des Jahreszinssatzes bei unterjahrigen Zinsperioden

Wir verwenden zunéchst standardisierte Langen der Zinsperioden: halb- oder vierteljahrliche bzw. monatliche
Zinsperioden. Die Zinsberechnung ist simpel nach folgenden Formeln:
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AN,
5‘,_.»&\'»—*[\3\'»—!

N|=

P

Dabei werden die Zinsen fiir halb- oder vierteljahrliche bzw monatliche Zinsperioden mit Z 1 A 1 und Z
bezeichnet.

in Anlehnung an

In analoger Weise koénnen auch Zinsen fiir ableitbare Zinsperioden, z.B. eine Zinsperiod4 von 2 Monaten
berechnet werden:

1
12

2

2

2% 12

Beispiel:

Es sind die Zinsen fiir die Zinsperioden von einem halben Jahr, einem Vierteljahr, einem Monat von zwei
Monaten zu berechnen, wenn der Jahreszinssatz 6% und das Kapital 1000 EUR betragen:

1

Z1 =1000-=-0,06 =30
2 2
1

Z1 =1000---0,06 =15
1 4
1

ZT12:1000-E-0,06:5
1

Z2 =1000---0,05=10
12 4

Bei nichtstandardisierten Zinsperioden verwenden wir die Anzahl der Tage einer Zinsperiode. Hier miissen
weitere Absprachen getroffen werden. Wieviel Tage eine Zinsperiode hat, hingt von der sogenannten
”day count convention” ab. Neben der korrekten Zahlweise der Tage fiir die Monate (Januar: 31
Tage, Februar 28 oder 29 Tage usw. ) und fiirs Jahr (365 oder 366 Tage) - wir schreiben dafiir aktuell
oder abgekiirzt act - werden haufig Vereinfachungen hingenommen (z.B. jeder Monat hat 30 Tage und
das Jahr 360 Tage). Es sind noch andere Kombinationen iiblich:

day count | Tage im | Tage im
convention | Monat Jahr
30/360 30 360
30/365 30 365

act /360 variabel | 360
act/365 variabel | 365
act/act variabel | variabel

Nlustrieren wir das Vorgehen fiir die Zinsperiode (1.1-30.6.) in einem Schaltjahr. Die Zinsperiode hat
exakt 182 Tage (Januar:31 Tage, Februar :29 Tage, Méarz: 31 Tage, April:30 Tage, Mai: 31 Tage,
Juni: 30Tage). Die Zahl der Tage in der "day count convention”variiert in Abhéingigkeit der getroffen

Vereinbarung.

day count | Tage im | Tage im | 1.1 — 30.6
convention | Monat Jahr

30/360 30 360 180/360
30/365 30 365 180/365
act/360 variabel | 360 182/360
act/365 variabel | 365 182/365
act/act variabel | variabel | 182/366

ein weiteres Beispiel: 1.2.-31.3. (kein Schaltjahr) - 59 Tage

Kapital: 100 EUR
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Zinssatz: 0,05

day count | Tage im | Tage im | 1.2-31.3. | Zinsen

convention | Monat Jahr of

30/360 30 360 180/360 | 60/360 «x 5 EUR = 0,833EUR
30/365 30 365 180/365 | 60/365 «* 5 EUR = 0,822EUR
act/360 variabel | 360 59/360 | 59/360 «5EUR = 0,819EUR
act /365 variabel | 365 59/365 | 59/365«x5EUR = 0,808EUR
act/act variabel | variabel | 59/365 | 59/365 x 5EUR = 0,808 EUR

2.1.3 Zinsberechnung fiir aneinandergereihte ungleiche Zinsperioden bei einer
unterjahrigen Laufzeit

Bisher gingen wir von gleichlangen Zinsperioden aus. Das ist fiir viele Finanzprodukte der Fall, es gibt
aber auch viele Beispiele mit unterschiedlich langen, aneinandergereihten Zinsperioden.

Ein typischer Fall ist die Zinsberechnung in Girokonten der Kreditinstitute. Es erfolgen regelmif8ig Ein-
und Auszahlingen, die dazu fithren, dass das Guthaben bei jeder Transaktion wechselt und dann fiir
einen oder mehrere Tage konstant bleibt. Die Zeitdauer, in der das Guthaben unveréndert bleibt, bildet
eine Zinsperiode. Vom Beginn bis zum Ende des Abrechnungszeitraumes reiht sich eine Zinsperiode an
die andere. Am Ende des Abrechnungszeitraums - in der Regel ist es ein Vierteljahr - berechnet das
Kreditinstitut die aufgelaufenen Zinsen. Bei einem Guthaben ergeben sich Guthabenzinsen, es konnen
aber auch Sollzinsen anfallen, wenn das Konto zeitweise oder durchgehend im Minus ist.

Der Finanzstrom eines Girokontos in einem Abrechnungszeitraum kann als Folge von unterschiedlich
langen aneinander gereihten Zinsperioden aufgefasst werden. Die Dynamik des Finanzstromes wird durch
Transaktionen ausgelost, wodurch sich die Hohe des zu verzinsenden Kapitals standig &ndert und fir
gewisse Zeit konstant bleibt. Bezeichnet man die Zeitpunkte der Guthabensédnderungen mit ¢; mit ¢ =
1,2,...,T, so kann eine Folge von (T-1) Zinsperioden gebildet werden:

(t1,t2), (ta,t3), ... (T —2,T = 1), (T —1,T)
Oder grafisch dargestellt:

K;, Ky K, Kr_» Kr_4q Kr
Ay, At, Ar_, Ar_y Zr

1 A \: 1 \

t=0 t=1 t; T L 2 T L 1 %

Dabei bezeichnen:

to Beginn der ersten Zinsperiode (tg, t1)
th Ende der ersten Zinsperiode (tg,t1) und Beginn der zweiten Zinsperiode (t1,t2)
12 Ende der zweiten Zinsperiode (t1,t2)

T —2 Beginn der vorletzten Zinsperiode (T'— 2,T — 1)

T —1 Ende der vorletzten Zinsperiode (T'— 2,7 — 1) und Beginn der letzten Zinsperiode (T — 1,T)
T Ende der letzten Zinsperiode (T'— 1,T")

A, Transaktion zum Zeitpunkt ¢,

Transaktion zum Zeitpunkt ¢,

Ar_5 Transaktion zum Zeitpunkt T — 2

Ar_1 Transaktion zum Zeitpunkt T

Zr Zinszahlung fiir die Periode (t1,T") zum Zeitpunkt T’
Ky, Guthaben zum Zeitpunkt ¢y, (Anfangsguthaben)

K, Guthaben zum Zeitpunkt ¢,

K, Guthaben zum Zeitpunkt ¢,

Kr_5 Guthaben zum Zeitpunkt 75

Kp_1 Guthaben zum Zeitpunkt 7' — 1

Kr Guthaben zum Zeitpunkt T'
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Anmerkung: In der Grafik sind fiir jeden Zeitpunkt nur eine Transaktion angegeben. Sollten mehrere
Transaktionen vorliegen, sind diese als Aggregate verschiedener Transaktionen zu verstehen.

Das Kapital dndert sich zum Zeitpunkt der Transaktion(en):

K,

j+1

= Ktj +At (25)

i1
Die Berechnung der Zinsen am Ende jeder Zinsperiode (t;,t;41) erfolgt durch folgende Formel, wobei
iiblicherweise der Jahreszinssatz ¢ gegeben ist:

JAVTRI
:Ktj.m.i (2.6)

Z(tj ! AJahr

i+1)

Dabei bezeichnen:

Zt;4,,,) Zinsen fiir die Zinsperiode (¢;,%;11)
¢ Kapital am Beginn der Zinsperiode (t;,t;41)
A, t;4,) Dauer der Zinsperiode (t,t;11) in Tagen gemif der gewéhlten day count convention
A jahr Dauer eines Jahres in Tagen geméf der gewahlten day count convention
i Jahreszinssatz

In der Bankpraxis werden hiufig die Zinsen nicht ausgezahlt und auch nicht dem Kapital zugeschlagen.
Damit wird die Kapitalanderung ausschliefflich durch die Transaktionen ausgelost, die Zinsen bleiben
zunéchst unberiicksichtigt. Alternativ konnte man die Zinsen dem Kapital zuschlagen und mit verzinsen.
Dieses Vorgehen werden im Abschnitt Abschnitt 2.2 diskutieren.

Das in den Kreditinstitute praktizierte Vorgehen ist aus meiner Sicht nicht korrekt, dem Kreditinstitut
werden zusétzliche Einnahmen ermdglicht. So wird bei der Abrechnung der Girokonten die sogenannte
Staffelmethode angewandt. Die Zinsen werden fiir jede Zinsperiode wie oben beschrieben berechnet,
aber nicht dem Kapital zugeschrieben. Am Ende des Abrechnungszeitraums 7" werden die Zinsen jeder
Zinsperiode addiert zu einer aggregierten Zinszahlung:

Zr = Z Z(tjvtwl)

=1

Dabei ist n die Anzahl der Zinsperioden im Abrechnungszeitraum.

Am Beispiel der Kontobewegungen eines Girokontos innerhalb eines Jahres sollen die besprochenen
Vorgehensweisen (die Staffelmethode) illustriert werden.

Beispiel

Fiir das vierte Quartal eines Jahres finden folgende Kontobewegungen statt:

11.10.  Einzahlung von 1500,00 EUR
19.11.  Einzahlung von 300,00 EUR
Uberweisung von 450 EUR
15.12.  Abhebung vom Geldautomaten 500,00 EUR

Daraus ergeben sich folgende Transaktionen:

t; =11.10.  A; = 1500,00 EUR
ty =19.11. A, = —150,00 EUR
ty = 15.12.  As = —500,00 EUR
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Zu Beginn des Abrechnungszeitraum, am 1.10., betrédgt das Guthaben 10000,00 EUR.
Das Bankguthaben - ohne Zinsen betriagt dann:

to =1.10. Ky = 10000,00 EUR
t; =11.10. K, = 11500,00 EUR
ty =19.11. K = 11350,00 EUR
ty = 15.12.  K; = 10850,00 EUR
ty = 31.12. K, = 10850,00 EUR

Zinsberechnung erfolgt zunéchst fiir jede Zinsperiode separat. Der Jahreszinssatz fiir die Guthabenverzinsung
betragt 2%. Der Zinsberechnung liegt die day count convention 30/360 zu Grunde.

10

Ziy.1, = 10000 - 360 -0,02 =5,56
39

Ztl,tg = 11500 - % . 0702 = 24,92
26

ity 45 = 11350 - 360 0,02 = 16,39
15

Ziy 1, = 10850 - 360 -0,02=19,04

Nach der Staffelmethode werden die Zinsen fiir alle Zinsperioden addiert und dann dem Kapital am
Quartalsende zugeschlagen:

Zt4 = Zto,tl + Ztl,tz + th,ts + Zts,t4 =
=9,06 +24,92+ 16,39+ 9,04 =
= 55,91
K, =10850,00 + 55,91 = 10905, 91
Korrekterweise miissten die Zinsbetrige der jeweiligen Hohe des Kapitals zugeschrieben werden. Dann
ist ebenfalls die Zinsberechnung zu korrigieren, da ihr eine modifizierte Hohe des Kapitals zu Grunde

liegt. Es werden praktisch Zinsen auf die Zinsen berechnet. Das Beispiel wird fortgesetzt im Abschnitt
Zinseszinsrechnung,.

Im Falle der Staffelmethode ergibt sich folgende Darstellung:

K, K K, Ky, Ky,
An Atg At3 Zt4

S + { +

to  h ts s ty

2.1.4 Kapitalbildung bei einfacher Verzinsung

Kapitalbildung bei einfacher Verzinsung bedeutet, dass die Zinsen dem Kapital zugeschlagen werden.
Das Kapital nach einer oder mehreren Zinszahlungen ist damit immer gréfier als das Ausgangskapital.
Bei nur einer Zinsperiode gilt:

Kt = Kty 4+ Zigg ) = Kiy + Ky i = Ky - (1 +1)

Bezeichnungen:
K, Ausgangskapital zum Zeitpunkt ¢t = tg
K, Endkapital zum Zeitpunkt ¢ = ¢4

_Z(to,tl) Zinsen fiir die Zinsperiode (tg,t1)

) Zinssatz fiir die Dauer der Zinsperiode (tg, t1)

17



Das akkumulierte Kapital K;, wird in der Finanzmathematik Endwert und das Anfangskapital K,
Barwert genannt genannt.

Den Ausdruck ¢ = (1 + 4) nennt man Aufzinsfaktor, den Ausdruck % = %ﬂ Abzinsfaktor bzw.
Diskontfaktor. Damit kann geschrieben werden:

Ktl - Kto .
K, = Ky, -

Q| =R

Ist der Zinssatz nicht fir die Dauer der Zinsperiode gegeben, ist er entsprechend Unterabschnitt 2.1.1 zu
bestimmen.

Bei mehr als einer, aber gleichlanger Zinsperioden (Anzahl ist gleich m) modifiziert sich die Formel
folgendermafien:

KtnL = KtO + Z Z(tjfhtj) (27)
j=1
= Ky - (1+m-i) (2.8)
Bezeichnungen:

K, Ausgangskapital zum Zeitpunkt ¢ = ¢
K, Endkapital zum Zeitpunkt ¢ = t,,, (oder Endwert)
Z(t,_,t;) Zinsen fiir die Zinsperiode (t;_1,t;)
i Zinssatz fiir die Dauer der Zinsperiode (t;_1,1;)

Mit Hilfe der Auf- und Abzinsfaktoren kann kurz geschrieben werden:

Ktm:th'q
1
Ki, = Ky, - —
g=1+m-1i)
11
qg (1+m-i)

Sind die Zinssétze fiir jede Periode nicht konstant modifizeren sich die Formeln:

Ky, = Ky, + Z Z(t;-1.t)

Jj=1
=Ky + > Ky, -
j=1
= Ky, (1 + Z’LJ)

j=1

Dabei bezeichnet ¢; den fiir die Zinsperiode (t;_1,t;) spezifischen Zinssatz.

Mit Hilfe der Auf- und Abzinsfaktoren kann kurz geschrieben werden;
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K, =Ky -q
1
K, =Ky, -~
q
q=(1+ i])
j=1

1
o+
j=1

Es lasst sich der ”durchschnittliche konstante Zinssatz” herleten, indem man die Endwerte mit konstantem

Zinssatz (Ky, - (1 4+ m - 1) und bei variablen Zinssatz Ky, - (14 ) i;) gleichsetzt.
j=1

Kig - (L4m-i) = Ky - (1+ ) ij)
j=1

NE

A+m-i) =1+ )

1

<.
Il

1= 15

Il
_

1
m

J
Der durchschnittliche konstante Zinssatz entspricht folglich dem arithmetischen Mittel der variablen
Zinssétze.

Als Beispiel seien Bundesschatzbriefe vom Typ A angefiihrt. Die Laufzeit betrigt 6 Jahre, die Zinsperiode
hat die Dauer eines Jahre. Die Zinszahlungen erfolgen am Ende der jeweiligen Zinsperiode. Die Zinssatze
steigen jahrlich und betragen zur Zeit 0,5%, 1%, 1, 5%, 2%, 2,25%, 2, 75%.

2.2 Exponentielle Verzinsung

Im Unterschied zur einfachen Verzinsung werden bei der exponentiellen Verzinsung die aufgelaufenen
Zinsen ebenfalls verzinst. Voraussetzung dafiir ist, dass mehrere Zinsperioden vorliegen . Dabei ist es
unwesentlich, wie lang eine Zinsperiode dauert. Auch in unterjihrigen Zinsperioden kann die exponentielle
Verzinsung zum Tragen kommen.

2.2.1 Jahrliche Zinsperioden mit konstantem Jahreszinsatz

Zum besseren Verstindnis gehen wir zunéchst davon aus, dass der Uberlassungszeitraum bzw, die Laufzeit
mehrere Jahre dauert. Am Ende der Laufzeit erfolgt eine Zinszahlung. Die Zinsperiode hat die Dauer
eines Jahres. Der Uberlassungszeitraum ist in n einjéhrige Zinsperioden unterteilt. Gegeben sei ein
konstanter Jahreszinssatz.

Die Zinsberechnung erfolgt nachschiissig. Das bedeutet, die in jeder Zinsperiode aufgelaufenen Zinsen
werden am Ende der Zinsperiode dem Kapital zugefiigt. Wir bezeichnen deshalb die dem Kapital
zugefiihrten Zinsen mit Z* im unterschied zu den ausgezahlten Zinsen Z. Das neu berechnete Kapital,
vermehrt um die Zinsen fiir die abgelaufene Zinsperiode, bildet dann die Grundlage fiir die Zinsberechnung
der néchsten Zinsperiode.

Zunéchst werden die Finanzstrome fiir dieses vereinfachte Vorgehen grafisch dargestellt:

Ky - Ky o Ky, o —~ Kro 5 Kroi - Km
T T ) ) T
Zto,t1)* Z(to,t1)* Zir—sr—2y “ir—2mr-1) Zir-11)
to t1 to T—2 T—-1 T
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Dabei bezeichnen:

to Beginn der ersten Zinsperiode (g, t1)
t Ende der ersten Zinsperiode (to,t1) und Beginn der Zinsperiode (1, t2)
to Ende der ersten Zinsperiode (t1,t2) und Beginn der Zinsperiode (to, t3)

T-2 Ende der ersten Zinsperiode (T'— 3,T — 2) und Beginn der vorletzten Zinsperiode (T'— 2,7 — 1)
T-1 Ende der vorletzten Zinsperiode (T — 2,T — 1) und Beginn der letzten Zinsperiode (T —1,T)
T Ende der letzten Zinsperiode (T'— 1,T) (Ende des Uberlassungszeitraums)

(*tj,l,tj) Zinsberechnung fiir die Zinsperiode (t;_1,t;)

Ky, Anfangskapital
Ky, Kapital zum Zeitpunkt ¢;
Kr Endkapital zum Zeitpunkt T'

Betrachten wir nun die Kapitalbildung im beginnend mit der ersten Zinsperiode. Die Zinsen und Kapital
werden folgendermaflen berechnet:

ZEkt(Ltl) - Kto 'L
K, = Ky + Z{to’tl) =K+ Ky - i =Ky - (1414)

Fiir die letzte Zinsperiode:

ZEkT—l,T) =Kr-1-i
Kr=Kra+Zip_ypy=Kr-1+Kro1-i=Kr_1-(1+14) = K, - (1+4)"

Es wird ersichtlich, dass die Verzinsung exponentiell mit dem konstanten Wachstumstempo i erfolgt.

Analog zur einfachen Verzinsung fassen wir den Ausdruck (1+4) als Aufzinsfaktor und ﬁ als Abzinsfaktor

einer Zinsperiode auf:

()
I
—_

=

+1) (2.9)
1
(1+4)

(2.10)

LN
Il
Q| =

Kr ist der Endwert des Kapitalbildungsprozesses, K;, bildet das Anfangskapital oder den Barwert.
Der Zusammenhang zwischen Barwert und Endwert zeigen die folgenden Formeln:

Kr=K;, - q" (2.11)
1 N
Kto :KT‘E :KT~q (212)

Mit ¢" bezeichnen wir den Aufzinsfaktor, mit ¢ = q% den Abzinsfaktor oder Diskontfaktor fiir n
Perioden.

2.2.2 Zinsberechnung bei unterjahrigen Zinsperioden

Bisher erfolgte die Zinsberechnung auf der Grundlage von Zinsperioden der Dauer eines Jahres. Nun soll
die Zinsberechnung auf der Basis von unterjédhrigen Zinsperioden betrachtet werden.

Ein Kapital sei unterjahrig verzinst (m Zinsperioden pro Jahr), die Laufzeit betrigt mehrere Jahre
(Anzahl der Jahre ist gleich n), die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode dem Kapital zugefithrt und
erhohen damit die Zinsen fiir die nachfolgende Zinsperiode. Gegeben sei der periodenspezifische Zinssatz
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1 zinsperiode- 11 der Regel werden halbjahrige, vierteljéhrige, monatliche und tagliche Zinsperioden
verwendet. Fir letzter verwenden wir die ”day count convention” 30/360. In Abhéingigkeit von der
Dauer der Zinsperiode werden folgende periodenspezifische Zinsséatze verwendet: i% ,i%, z% und iﬁ oder
allgemein ¢ 1.

Das Endkapital berechnet sich wie folgt:

Kn:anl'(l—i-ii)m:K()'(l—l—i;)nm

Nach mg Zinsperioden betragt das akkumulierte Kapial Ko - (1 441 )™0.

Beispiel

Ein Kapital von 10000 EUR wird vierteljahrlich verzinst. Der Vierteljahreszinssatz betragt 2%. Die
Laufzeit sei 5 Jahre:

K;=Kp- (1+1%)5'4

K5 = 10000 - (1+0,02)%*
K5 = 14859, 47

Am Ende des Uberlassungszeitraums betragt das kumulierte Kapital 14859,47 EUR. Nach 3 Jahren und
3 Vierteljahren belduft sich da akkumulierte Kapital auf K3z = Ko - ((1 + i%)3‘4+3 = 10000 - 1,02 =
13458, 68.

Wie im nachsten Unterabschnitt gezeigt wird entspricht der Vierteljahreszinssatz von 2% nicht dem
Jahreszinssatz von 4 - 2% = 8%.

2.2.3 Umrechnung von Jahreszinssatze in unterjihrige Zinssatzen

In Analogie zum Vorgehen bei einfacher Verzinsung stellt sich die Frage, wie jahrliche Zinssétze in
unterjahrige Zinssatze umgerechnet werden konnen. Zunéachst gehen wir von standardisierten unterjahrigen
Zinsperioden aus: Monate, Quartale, Halbjahre. Die unterjahrigen Zinssédtze werden wie im Falle der
einfachen Verzinsung mit ¢ RIS und 14 1 bezeichnet.

Am Beispiel des Quartalszinssatzes soll die Umrechnung erlautert werden. Die Verzinsung erfolgt am
Ende jedes Quartals, die Zinsen werden dem Kapital zugeschrieben:

Zy =Ko -is
K1:K0+21:K0+KOZ%:K0(1+Z%)
Zy =Ky i1

K2=K1+Z2=K1+K1'i%=Ko-(1—|—2%)2
K3:KO~(1+Z'%)3
K4=K0'(1+i%)4
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K, ist das kummulierte Kapital nach 4 Quartalen oder nach einem Jahr:

K4=K0'(1+z%)4

Ky = Ko-(1+1)
K()'(l-i-i):Ko'(l-i-lg)4
i=(1+i1)"~1

Allgemein kann geschrieben werden:

Ky =Ko~ (14i1)™ =Ko~ (1+1) (2.13)
Ko (1+i) =Ko (1+i1)" (2.14)

Die Umrechnung vom unterjéhrigen Zinssatz ¢ 1 in den Jahreszinssatz i erfolgt nach folgender Formel:

i=(14i)"—1 (2.15)

Respektiv gilt fiir den Monats- und Halbjahreszinsatz :

= ®/(1+i)—1 (2.16)

Beispiel
Ein Betrag von 10000 EUR soll monatlich zu einem Zinssatz von 0,5% ein Jahr lang verzinst werden.

1. Welcher Betrag wurde zum Jahresende erwirtschaftet?
2. Wie hoch ist der entsprechende Jahreszinssatz?
3. Wie hoch wire der Betrag am Jahresende, wenn die Verzinsung einfach erfolgt wiirde?
4. Wie hoch ist unter Bedingung der einfachen Verzinsung der Jahreszinssatz?
Fiir die exponentielle Verzinsung gilt:

K1z = Ko~ (1+i4)" =10000- (1+0,005)"* = 10.616, 77
i=((1+i1)") —1=(1+0,005)" —1=0,0617
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Im Unterschied dazu die einfache Verzinsung:

Ky =Kq - (14i-12) = 10000 - (1 + 0,06 - 12) = 10600, 00
-12=10,005-12 = 0,06

1 =11
12

Im Falle der exponentiellen Verzinsung wird ein hoherer Betrag erwirtschaftet (16, 77EUR) und der
Jahreszinssatz liegt hoher (6,17% gegeniiber 6%).

2.2.4 Zinsberechnung fiir aneinandergereihte ungleiche Zinsperioden in eine
unterjahrigen Laufzeit

Wir greifen noch einmal das Beispiel fiir unterjahrige Verzinsung im Unterabschnitt Unterabschnitt 2.1.3
auf und zeigen, wie unter Verwendung der Zinseszinsen eine korrekte Zinsberechnung erfolgen kann.

Beispiel

Fiir das vierte Quartal eines Jahres finden folgende Kontobewegungen statt:

11.10.  Einzahlung von 1500,00 EUR
19.11.  Einzahlung von 300,00 EUR
Uberweisung von 450 EUR
15.12.  Abhebung vom Geldautomaten 500,00 EUR

Daraus ergeben sich folgende Transaktionen:

t; =11.10. A, = 1500,00
ty =19.11. A, = —150,00
ty =15.12. A, = —500,00

Zu Beginn des Abrechnungszeitraum, am 1.10., betrégt das Guthaben 10000,00 EUR (K, = 10000, 00).
Das Bankguthaben - ohne Zinsen betrégt dann:

to=1.10. K, = 10000,00 EUR

t1 =11.10. K, = Ky, + A;, = 10000 + 1500 = 11500, 00
to =19.11. Ky, = Ky, + Ay, = 11500 — 150 = 11350, 00
ts =15.12. Ky, = Ky, + Ay, = 11350 — 500 = 10850, 00
ty=31.12. K, = K;, = 10850,00 EUR

Die Zinsberechnung erfolgt bei der Staffelmethode fiir jede Zinsperiode separat. Der Jahreszinssatz fiir die
Guthabenverzinsung betragt 2%. Fiir die unterjahrigen Zinsperioden werden die Zinsen nach einfacher
Zinsberechnung bestimmt. Der Zinsberechnung liegt die day count convention 30/360 zu Grunde. Danach
werden die Zinsen addiert und als Gesamtbetrag dem Endbetrag gut geschrieben.

t1 —to 10

Z, =K, - =1 R, 2 =

ot =Ky =0 0000 - 7 0,02 = 5,56
ty —t 39

Ziy o = Ki, - 23601 = 11500 - o 0,02 = 24,92
t3 — 1t 26

Ziyts = K, - 33602 = 11350 - =+ 0,02 = 16,39
tg — 1 15

Zoyn, = Ky, - 43603 = 10850 55 +0,02=9,04
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Z(to, t4) = Ztoil + Zt17t2 + Zt27t3 + Zt;;,t4 = 5, 56 + 24, 92 + 16, 39 + 9, 04 = 55, 9].
Ky, + Z(to, t4) = 10850,00 + 55,91 = 10905, 91

Das Endkapital nach der Staffelmethode betriagt 10905,91 EUR.

Korrekterweise miissten die Zinsbetriage der jeweiligen Hohe des Kapitals zugeschrieben werden. Werden
die Zinsen nicht ausgezahlt und dem Kapital zugeschlagen, muss das Kapital Ky, ,, nach der Zinsberechnung
zum Zeitpunkt ¢;11 um die aufgelaufenen Zinsen Z ;.. ) erhéht werden:

K; ., =K +7,

j+1

=Ky, + Ay, + Z{t

joti+1) joti+1)

Mit K ,;*7, bezeichnen wir das korrigierte Kapital um die aufgelaufenen Zinsen . Am néchsten Zinsberechnungstermin
bildet nun nicht mehr das Kapital Ky, sondern K;k] die Grundlage fiir die Zinsberechnung. Die so
berechneten Zinsen werden jetzt mit Z(*tj ty41) bezeichnet:

=K} At.ti41) i

2 v
(tj,t5+1) J AJah'r

Eine Ausnahme bildet die erste Zinsperiode. Hier wird zur Zinsberechnung das Kapital K, herangezogen:

Fiir das Beispiel gilt

K,, = 10000,00EUR
Zigay = Ky, - t13g0t0 — 1000 - % .0,02 = 5,56

K}, = Ky, + Ziy.4, = 11500,00 4 5,56 = 11505, 56
Zi 4 =Ki thgotl = 11505, 56 - % £0,02 = 24,93

K = K; + Ay + 27, ,, = 11505,56 — 150 + 24,93 = 11380, 48

t3 —to
7 = K* .
tats — T2 © 360
K; = K;, + Ay + 2}, = 11380,48 — 500 + 16,44 = 10896,93
* * t4 - t3 15
Ly = Ky - =355~ = 10896,93 - o -0,02 = 9,08
K; =K} +Z;,,, =10896,93 + 9,08 = 10906, 01

26
=11 48 - — 0,02 = 16,44
380, 48 360 0,0 6,

Das korrekte Endkapital unter Beriicksichtigung der Verzinsung jeder Teilzinsen betrégt 10906,01 EUR
und ist damit um 10 cent grofler als bei der Staffelmethode.

Es ist noch die grafische Darstellung der Finanzstrome nachzutragen:
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K, K, K, K, K,
Zt,t1) Zis1 1) Dloas)  ltatny)
i { {
Ay, Ay, Ay,
i { { 4
ot ts ts t

Bei nichtstandardisierten Periodenlangen erfolgt die Umrechnung der Zinssédtze auf der Grundlage der
”day count convention”. Die Periodenlédnge bestimmt die Anzahl der Tage, die dann der Zinsberechnung
zu Grunde liegen. Angenommen, die erste Zinsperiode besteht aus 156 Tagen, vereinbart ist eine
Verzinsung nach der ”day count convention”30/360. Die zweite und letzte Zinsperiode hat die Dauer von
3 Monaten. Damit wird ein Geldbetrag, er mége 10000 EUR betragen, 246 Tage (156 + (3 % 30) = 246)
iiberlassen. Gegeben ist ein Jahreszinssatz 7 von 5%.

Die Zinsen fiir die erste Zinsperiode werden nach dem Prinzip der einfachen Zinsen berechnet. Entsprechend

erfolgt auch die Umrechnung des Jahreszinssatzes in den periodenspezifischen Zinssatz i 156.

156 156
Zi=Ky-i-— =1 . . =921
1 0% 385 0000 - 0,05 360 6,67
K, = Ky + Z; = 10000 + 216, 67 = 10216, 67
) . 156 156
z%:z-%20,05-%:0,0217

Fiir die zweite Zinsperiode erfolgt die Zinsberechnung ebenfalls nach dem Prinzip der einfachen Zinsen,
allerdings nicht mit dem Anfangskapital (K), sondern mit dem Endwert nach der ersten Zinsperiode
().

90 90
Zo =K i — =10216,67-0,05 — = 127,71

360 360
Ko = K1 + Zs = 10216, 67 + 127,71 = 10344, 37
) 90 156
ign =i 525 =005 50 =0,0125

Das Endwert am Ende der zweiten Zinsperiode betragt 10344,37 EUR. Es stellt sich nun die Frage,
kann man einen Jahreszinssatz berechnen, der in 246 Tagen den gleichen Endwert erwirtschaftet wie die
Verzinsung in zwei Zinsperioden.

246
2= Ko-(1+3-357)

246

10344, 37 = 10000 - (1 + i - =2
10344,37 . 360

— (222020 220 0504
"= (o000 ) 216 =

Allein die Tatsache, dass 10000 EUR in zwei Zinsperioden mit dem Jahreszinsatz von 5% verzinst wurden,
erhohte den Jahreszinssatz auf 5,04% bei einer Verzinsung von nur einer Zinsperiode mit der Dauer von
246 Tagen.

Wiirde man den Jahreszinssatz von 5% auf die Periode von 246 Tagen anwenden (nach dem Prinzip der
einfachen Verzinsung erhielte man folgenden Endwert:
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246 246
Ko=Ky- 14+t —)=1 (1 - ——) =10341
2 o- (141 360) 0000 - (140,05 360) 0341, 67

Der Endwert ist erwartungsgeméf ein wenig kleiner (2,70 EUR) als bei einer zwei periodischen Verzinsung
(10344, 37 — 10341,67) = 2,70).

Formal kénnte man eine Zinssatz bestimmen, der einer Zinsperiode von 246 Tagen entspricht und diesen
zur Berechnung der Zinsen heranziehen:

. 246
w0 360
Ky = Ko+ (14izs9) = 10000 - (1 4 0,034167) = 10341, 67

=0,034167

2.2.5 Gemischte Verzinsung

Gemischte Verzinsung, d.h. Verwendung von einfacher und exponentieller Verzinsung tritt immer dann
auf, wenn die Zinszahlungstermine in Zinsperioden auftreten, in welchen sowohl einfache als auch exponentielle
Verzinsung anzuwenden ist. Ein typisches Beispiel wire die Anlage eines Geldbetrages Kyfiir die Dauer
von 3 Jahren und 2 Monaten, wenn die Zinsperioden jeweils 1 Jahr und am Ende eine Zinsperiode
von 2 Monaten auftritt. Damit ergeben sich 4 Zinsperioden. Fiir die ersten drei Zinsperioden kommt

die exponentielle Verzinsung zur Anwendung, fiir die letzte zweimonatliche Zinsperiode die einfache
Verzinsung. Es existieren 4 Zinsberechnungstermine:

t; -Ende der ersten Zinsperiode (tg,t1)

to  -Ende der zweiten Zinsperiode (1, t2)

ts -Ende der dritten Zinsperiode (t2,t3)

ty -Ende der vierten Zinsperiode (to,t1) und Zinszahlungstermin

Die Zinsberechnung kann in zwei Schritten erfolgen:

1. fiir den Zeitraum (to, t3), bestehend aus 3 Zinsperioden
2. fiir den Zeitraum (ts3,4), bestehend aus 1 Zinsperiode

Ist ein Jahreszinssatz gegeben, erfolgt die Berechnung des Endbetrages ebenfalls in 2 Schritten:

K, = Ko-(1414)3
2

Kr =Ky, =Ky - (1+i-3)

Die Formeln kénnen zusammengefasst werden;

2
KT:Kt4:K()'(l"_i)g'(l"’_i'ﬁ)

Tllustrieren wir die Berechnungen, wenn das Anfangskapital Ky = 10000 EUR und der Jahreszinssatz 5%
betragen:

2
Kr = Ky, = 10000 - (1+0,05)° - (140,05 - )

=11.576,25-1,008 = 11.672,72
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Allgemein kann geschrieben werden, wenn die Anzahl der Zinsperioden, fir die die exponentielle Verzinsung
angewendet wird gleich m ist und die Dauer der unterjéhrigen Zinsperiode k Tage sind ("day count
convention” 30/360):

Kr=K;,  ,=Ko-(1+i)" - (1+i- i) (2.17)
360
Selbstverstéandlich kann auch eine unterjahrige Zinsperiode der exponentiellen Verzinsung vorgeschaltet
werden.
In unserem Beispiel sind wir davon ausgegangen, dass die m Zinsperioden eine Dauer von einem Jahr
haben. Das muss keineswegs so sein. Wiirden wir davon ausgehen, dass die Verzinsung in den m Jahren
vierteljahrig erfolgt, miissten 4m vierteljahrige Zinsperioden betrachtet werden:

. \4m o2
Kr =Ko (1+i1)* .(1+Z.E)

Dabei sind:
) der Jahreszinssatz
1 1 der Vierteljahreszinssatz

Der Vierteljahreszinssatz ist aus dem Jahreszinsatz zu berechen:

in=YA+i-1

1
4
oder allgemein bei n unterjahrigen Zinsperioden eines Jahres:

Ya+i-1 (2.18)

. \men .k

7

3=

2.2.6 Kapitalbildung bei exponentieller Verzinsung

Die Kapitalbildung im Fall der exponentiellen Verzinsung bei gegebenen periodenabhingigen Zinssatz
1 Zinsperiode = ¢ Und n gleichlangen Zinsperioden kann folgendermafien dargestellt werden:

Kn =Ko (144"

Dabei konnen die Zinsperioden unterjahrig, jahrlich oder mehrjahrig sein. Wichtig ist, dass der Zinssatz
dabei periodenabhingigen gegeben oder berechenbar ist.//[0,2cm] Das akkumulierte Kapital nach n
Zinsperioden (K,,) bezeichnen wir als Endwert. Der Ausdruck ¢ = (1 + ¢) bildet den Aufzinsfaktor.
Der Kapitalbildungsprozess kann kurz wie folgt dargestellt werden:

K, =Ko q" (2.20)

Wihrend ¢ der Aufzinsfaktor ist, wird der reziproke Wert é = ¢ Abzinsfaktor oder Diskontfaktor
genannt. Er dient der Berechnung des Barwertes bzw. des Anfangskapitals Kj:

1 n
Ko =K, - () =K, §" (2.21)
q



Treten Zinszahlungstermine nicht nur am Anfang oder Ende von gleichlangen Zinsperioden, sondern sind
den gleichlangen Zinsperioden eine verkiirzte Zinsperiode nachgeschaltet, so miisste die Zinsberechnung
nach dem Prinzip der gemischten Zinsen erfolgen (siehe Unterabschnitt 2.2.5). Fiir eine Zinszahlungsterminen
mit n jahrlichen Zinsperioden und einer unterjahrigen Zinsperiode der Dauer von k£ Tagen bei eine ”Day
count convention” (30/360) gilt:

A .k

Haufig verwendet man ndherungsweise auch hier ausschlielich die exponentielle Verzinsung:
K, = Kq - (1 +4)("T3t0)
Fiir das Beispiel im Abschnitt Unterabschnitt 2.2.5 erhielte man dann folgenden Endwert:

Ky =Ko (1+)3t) an Stelle von
2
K4:K0-(1+i)3~(1+i~ﬁ)

Oder die konkreten Zahlen eingesetzt Ky = 10000 und i = 5%:

K, = 10000 - (1+0,05)3+13) = 11.670,77 an Stelle von

2
K4 =10000- (1+0,05)° - (140,05 ) = 11.672, 72

Umgekehrt kann der Zinssatz bestimmt werden, der dquivalent zur gemischten Verzinsung ist, d.h. das
gleiche Resultat erzielt nur diesmal durch exponentielle Verzinsung. Dieser Zinssatz wird gelegentlich
auch als effektiver Zinssatz i.ss bezeichnet;

Ky =11672,72 = 10000 - (1 4 iy )3+ 12
11672, 72
10000
11672, 72 [ o }
1 'e — ? B+5%)
(Lticss) ( 10000 )
A (11672772) [(Sj%)
«ff = \"10000

(14 iepp)CF12) =

} —1=0,050055

Der effektive Zinssatz ist ein wenig grofler als 5%.

2.2.7 Vergleich einfache und exponentielle Verzinsung

Der grundlegende Unterschied zwischen einfacher und exponentiellen Verzinsung besteht darin, dass bei
exponentieller Verzinsung die in einer Zinsperiode anfallenden Zinsen in den darauffolgenden Zinsperioden
mit verzinst werden. Die Formeln Zur Bildung des Endkapitals K1 sollen gegentibergestellt werden.
Wir unterstellen, dass fiir beide Verzinsungsarten der gleiche periodenspezifische Zinssatz izinsperiode
verwendet wird. Der besseren Ubersichtlichkeit halber bezeichnen wir hier den periodenspezifischen
Zinssatz i zinsperiode KUz mit 1.
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Kr=Koy-(141i-n) (einfache Verzinsung)
Kr=Ky- (149" (exponentielle Verzinsung)

Die Zuwachse des Kapitals in einer Zinsperiode betragen:

AK; = Ky — Ky 1 = Ky - i (einfache Verzinsung)
AK, =K, — K, 1 =Ko-(1+i)' —Ko-(1+i)71 =
=Ky q-(1+i)— K1 =K 1-i=Ko-(1+i)"" i (exponentielle Verzinsung)
Wegen Ko - (1+i)!~1-i> Ky -i sind die Kapitalzuwiichse im Fall der exponentiellen Verzinsung grofier
als bei der einfachen Verzinsung. Der Kapitalzuwachs bei einfacher Verzinsung ist zeitunabhéngig, mit

anderen Worten: der Kapitalzuwachs ist fiir jede Zinsperiode konstant (AK; = const.). Man spricht
deshalb von einem Wachstumsprozess mit konstantem Zuwachs.

Bei exponentieller Verzinsung ist der Zinssatz konstant (i = const.), der Kapitalzuwachs wéchst (AK; >
AK;_1). Man spricht von einem exponentiellen Wachstum.

Graphisch lassen sich beide Wachstumsprozesse gut darstellen. Wir wahlen Ky = 10000, n = 10 und
i =5%.

Diagrammititel

30000

25000

20000

15000

10000

5000

0123 456 7 8 910111213 14151617 18 19 20

et einf. Verz. =K_t exp. Verz.

Auf die Unterschiede bei der Umrechnung von Jahreszinssidtzen in unterjihrige Zinssétze bei einfacher
und exponentieller Verzinsung wurde im Beispiel Unterabschnitt 2.2.3 bereits hingewiesen. Allgemein
ergibt sich folgendes Bild.

i=11-m (einfache Verzinsung)
i=(1441)™ —1 (exponentielle Verzinsung)
i
11 = — (einfache Verzinsung)
m m

3

/(14+1) —1 (exponentielleVerzinsung)

2.3 Stetige Verzinsung
Bisher gingen wir von einer endlichen Anzahl von Zinsperioden innerhalb eines Jahres aus. Das Jahr ist

in m gleichlange unterjihrige Zinsperioden unterteilt, wird das akkumulierte Kapital am Ende des Jahres
K nach folgender Formel berechnet. Mit K bezeichnen wir das Anfangskapital zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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Ki=Ko-(1+is)™

Vergroflert man sténdig die Anzahl der Zinsperioden werden die Zinsen immer in kleineren Zinsperioden
wieder angelegt. Zunéchst 2 halbjéhrige Zinsperioden, dann 4 vierteljahrig und 12 monatliche Zinsperioden
und schlielich 360 tégliche Zinsperioden m = 2,4,12,360). Denkbar wére eine stiindliche Verzinsung
(m = 8640), oder sogar eine Zinsperiode von einer Minute oder Sekunde.

K=Ky - (1+ i)m = steigend m = 2,4,12,360,8640, ...

Man kann diesen Prozess standig fortsetzen, die Zinsperioden werden unendlich klein, die Anzahl der
Zinsperioden wird unendlich grofS. Der periodenspezifische Zinssatz ndhert sich der Grenze 0. Die Zinsen
werden schliefllich unmittelbar wieder angelegt, es findet eine kontinuierliche Verzinsung statt.

Wir berechnen die unterjéhrigen Zinssate ¢ 1 fiir unterschiedliche Dauer der Zinsperioden bei gegebenen
Jahreszinssatz i = 100%. Das Kapital betrage 1 EUR.

Zinssatz L Ko- (14 4)™
i 1 2,0000
Z% 0,50 2,2500
i 0,25 2,4414
i 0,0833 92,6121
ix 0,0028 2.7363
1 0,0000157  2,7181

&
2|~
S

Der unterjahrigen Zinssatz % néhert sich mit wachsendem m der Grenze 0.

Es ist bekannt, dass sich die Folge z,,, = (1 + %)” der Eulerschen Zahl e = 2, 71828181 mit wachsendem
m annahert:

1
lim (14 —)"=e

m—00 m

Daraus abgeleitet gilt:

lim (14 —)™ = ¢
m—00 m

Ko= lim Ko-(1+ 2)" = K- ¢
m

m—r o0

Kp= lim Ko-(1+2)™" = Kg- e
m— oo m

Fiir ein Kapital Ky kann nun der Wert des akkumulierten Kapitals K; zu jeden beliebigen Zeitpunkt
t > 0,t € R. Dabei ist R die Menge der reellen Zahlen.

K;=Kg-e"
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Dabei ist i der stetige Zinssatz. Das Intervall (0,t) ist der Verzinsungszeitraum des Anfangskapitals
K. Um den stetigen Zinssatz vom iiblichen Jahreszinssatz ¢ zu unterscheiden bezeichnen wir den stetigen
Zinssatz mit 5. Der Kapitalbildungsprozess stellt sich dann so dar:

K, = K¢t (2.22)

Stetige Zinssétze werden vor allem in wissenschaftlichen Abhandlungen der Finanzmathematik genutzt.
Ess erweist sich als Vorteil, stetige und nicht diskrete Kapitalbildungsprozesse zu nutzen. Im Rahmen
der Risikoabschétzung (siehe ?7) werden wir darauf zuriickkommen.

Beispiel

Ein Kapital von 10000 EUR wird stetig verzinst mit einem stetigen Jahreszinssatz von 5%. Welchen
Wert hat das Kapital zum Zeitpunkt ¢ = 37 Der Zeitpunkt ¢ = 3 ist als 3 Jahre nach dem Beginn des
Uberlassungszeitraums ¢t = 0 zu interpretieren.

Kg = Ko . 62'.3
K5 = 10000 - %953
K3 =11618,34

Das Kapital ist angwachsen auf 11618,34 EUR.

Nach einem Jahr (¢ = 1) betragt das akkumulierte Kapital 10512,71 EUR.

Ky =Kgy-¢é
K, = 10000 - %%
Ki =10512,71

Man kann vermuten, dass die steige Verzinsung mit dem stetigen Zinssatz 5% nicht das gleiche Resultat
erbringt, wie einfache bzw. exponentielle Verzinsung mit einem iiblichen Zinssatz von 5%. Der Zusammenhang
von Zinssatz und stetigen Zinssatz ist Gegenstand des ndchsten Unterabschnittes.

2.3.1 Zinssatz und stetiger Zinssatz - jahrliche und iiberjahrige Verzinsung

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel. Das Kapital von 10000 EUR mit einem steigen Zinssatz von 5%
flir ein Jahr stetig verzinst:

K1 = K() . ei
K, = 10000 - %%
K, = 10512, 71

Nach einem Jahr (¢ = 1) betragt das akkumulierte Kapital 10512,71 EUR.

Wiirde man einfache oder exponentielle Verzinsung bei einer Zinsperiode von einem Jahr anwenden, kdme
bei gleichen Bedingungen zu folgendem Resultat:

K1 = 10000 - (1+0,05)
K, = 10500, 00

Das nach einem Jahr akkumulierte Kapital betrédgt bei stetiger Verzinsung 10512,71 EUR. bei einfacher
und exponentieller Verzinsung jedoch nur 10500,00 EUR. Die Ubereinstimmung des akkumulierten Kapital
bei einfacher und exponentieller Verzinsung gilt sebstverstdbdlch nur fiir das erste Jahr.
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Um zu bestimmen, welcher stetiger Zinssatz dem iiblichen jahrlichen Zinssatz ¢ entspricht, muss das
Kapital in beiden Fallen gleich grof§ sein. Den stetigen Zinssatz bezeichnen wir mit 4.

Ko-(1+1i)=Kg-e'

i=e —1
e =1+i
is = In(1+4)

is = In(1+0,05) = 0,0488

Dem Jahreszinssatz i = 5% entspricht der stetige Zinssatz i, = 4, 88%.

Umgekehrt kann man aus dem stetigen Zinssatz den Jahreszinssatz ableiten. Ware beispielsweise der
stetige Zinssatz i, = 5%, ergéibe sich:

i=e—1
i=e"048 _1-0,05

i=e%% —1=0,0513

Dem stetigen Jahreszinssatz is = 4,88% entspricht dem Jahreszinssatz i = 5% und dem stetigen Zinssatz
15 = 5% der Jahreszinssatz von i = 5,13%. Es gilt die Relation i < 1.

Bei einer Laufzeit grofler als 1 Jahr kommt man zu einem gleichen Resultat:

K,=Kg-e"™"
K,=Ko-(1+1)"
Ko-e*™ =Ky (1+i)"
is = In(1+14)

Zusammengefasst ergeben sich folgende Zusammenhénge zwischen exponentiellen Zinssatz ¢ und steigen
Zinssatz is bei einer jahrlichen oder iiberjéhrigen Verzinsung:

is = In(1 + 1) (2.23)
i=e —1 (2.24)

Das zugehorige akkumulierte Kapital berechnet sich wie folgt:

K, =Kj-et (2.25)
Ki=Ko-(1+1i)! (2.26)

2.3.2 Zinssatz und stetiger Zinssatz - unterjahrige Verzinsung

Ist die Laufzeit t kleiner als ein Jahr ¢ < 1, muss der stetige Zinssatz angepasst werden. Gegeben sei
der Jahreszinssatz i und unterjahrige Laufzeiten. Die Zahl % charakterisiert die Dauer der unterjahrigen
Laufzeit, gemessen an der Basis m, wobei m > k ist. So entspricht einer Laufzeit von einem Vierteljahr
der Dauer von 0,25 Jahre (i bei einer Basis m =4, denn ein Jahr hat 4 Quartale). Bei einer Laufzeit von
58 Tagen ist die Basis die Anzahl der Tage eines Jahres (bei einer "day count convention” 30/360 sind

das 360 Tage. Die Zahl % gibt die Dauer der Laufzeit gemessen in Jahren an ( % = 0,1611 Jahre).
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Bei gegebenen Jahreszinssatz ¢ kann der aquivalente unterjahrige Zinssatz ¢ x berechnet werden:

m

Il
~.

i

Nun soll der unterjahrige stetige Zinssatz i, abgeleitet werden:

Ko-(1+ix) =Ko e

i

) = RS

(144

3=

Damit gilt folgende Umrechnungsformel zwischen unterjahrigem periodenspezifischen Zinssatz i und
unterjéhrigen ebenfalls periodenspezifischen stetigen Zinssatz i,k y :

Gy =In(l+ix) (2.27)
Beispiele:

Fiir die Laufzeiten 1 und 2% soll die periodenspezifischen stetigen Zinssitze i 1, und i, ss , berechnet
4 360 (%) s(360)
werden.
. 1
Zs(%) = ln(l —+ 0705 . Z) = 070124

58
ig(ssy = In(1+40,05- ﬁ) = 0,0080

Das entsprechende akkumulierte Kapital betragt dann , wenn das Anfangskapital 10000 EUR ist:
Ky =Ky e

K1 =10000 - %024 = 10124, 77
K 55 = 10000 - 0080 — 10080, 32

N

Im Vergleich dazu bei einfacher Verzinsung:

k
K=Ky (1+i-—)
m
1
K3 =10000- (1+0,05- ) = 10125,00
58
K gs = 10000 (140,05 o) = 10080, 56
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Kapitel 3

Rentenrechnung

3.1 Akkumulationsprozesse

Eine Folge von Transaktionen A; werden Finanzstrome genannt und sind Gegenstand weiterer Untersuchungen.
Durch Transaktionen werden Kapitaldnderungen (Kapital im Moment ¢ ist K;) hervorgerufen:

Ko K Ky Kr_o Kr_y Kr
Aq As Ar_g Ar_y At

{ 4 { 4 {

6 i é T L 2 T L 1 %

Wahrend bisher im Wesentlichen Zinszahlungen die Transaktionen bestimmten, erweitern wir jetzt die
Betrachtung auf Zahlungen. Sie kénnen sowohl das Kapital erhchen als auch mindern. Besonders
interessant sind dabei standig wiederkehrende Zahlungen. Sie treten sowohl bei der Kapitalbildung als
auch bei der Tilgung von Schulden auf. Schwerpunkt ist dabei die Bestimmung von End- und Barwerten
von Finanzstromen. Im ersten Schritt bestimmen wir die End- und Barwerte auf der Basis von Zinsséatzen,
die auch fiir die Verzinsung des Kapitals verwendet werden, wie es in der klassischen Finanzmathematik
iiblich ist. Spéter trennen wir uns von diesem Vorgehen und verwenden zur Barwertbestimmung risikofreie
Zinsséatze.

Transaktionen konnen periodisch wiederkehrende Zahlungen sein, die wir Raten nennen und mit R
bezeichnen. Die Ratenzahlungen konnen konstant oder variabel sein. In Abhéngigkeit davon, wann
konkret die Ratenzahlungen erfolgen, sprechen wir von vor- oder nachschiissigen Kapitalbildungsprozessen.
Auch Zinsen kénnen als Transaktionen aufgefasst werden, sofern sie nicht ausgezahlt werden, sondern das
Kapital erhohen. Die Zinsen werden in der Regel am Ende der Zinsperiode dem Kapital gutgeschrieben.

Dabei sei ein periodenspezifischer Zinssatz izinsperiode gegeben.

Im weiteren betrachten wir folgende Falle:

1. Zinszahlungen bei konstantem Zinssatz und konstante Ratenzahlungen erfolgen am Ende der Zinsperiode
(Abschnitt 3.2). Dabei betrachten wir vorschiissige Renten (Unterabschnitt 3.2.1), nachschiissige
Renten (Unterabschnitt 3.2.2) und sogenannte ewige Renten (Unterabschnitt 3.2.3)

2. Konstante Ratenzahlungen und Zinsperioden stimmen nicht iiberein, der periodenspezifische Zinssatz
ist konstant (Abschnitt 3.3)

3. der periodenspezifische Zinssatz ist variabel (Unterabschnitt 3.4.1)

4. Ratenzahlungen sind nicht konstant - dynamische Renten (Unterabschnitt 3.4.2)
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3.2 Konstante Ratenzahlungen - Zinszahlungen und Ratenzahlungen
erfolgen erfolgen am Ende der Zinsperiode

In diesem Abschnitt wird zunichst davon ausgegangen, dass die Zinszahlungen und Ratenzahlungen am
Ende jeder Zinsperiode erfolgen. Dabei kdnnen die Zinsperioden ein Jahr betragen oder unterjahrig sein.
Betragen die Zinsperioden ein Jahr, spricht man von konstanten Jahresrenten. Sind die Zinsperioden
unterjahrig, nennt man auch die Rente unterjahrig. Gegeben sollte ein periodenspezifischer Zinssatz sein
(bei einer Zinsperiode von einem Jahr sei der Jahreszinssatz gegeben, bei unterjahrigen Zinsperioden der
entsprechende unterjihrige Zinssatz). Ist das nicht der Fall miissen die periodenspezifischen Zinssitze
abgeleitet werden. Wichtig dabei ist, dass Ratenzahlungen am Anfang oder Ende der Zinsperiode

stattfinden.

3.2.1 vorschiissige Renten

Zunéchst untersuchen wir Renten mit konstanten vorschiissigen Zahlungen. Grundséatzlich kann eine
vorschiissige Rente als Spezialfall eines Finanzstromes mit vorschiissigen Transaktionen aufgefasst werden.
Die einzige Besonderheit besteht darin, dass die Transaktionen aus einem konstanten Wert bestehen
(A = Ry = R = const.) Die Formeln zur Kapitalbildung kénnen entsprechend modifiziert werden:

Ky=R
Kr 1=Kr o - (1+i)+R=Kr_o-q+R
KT:KT,1~(1+7;):KT,1~(]+R

Grafisch ergibt sich folgendes Bild:

K, K, K, Kt o Kp_q Kr
R R R R R
4 { { 4 {
S R

Der Kapitalbildungsprozess kann auch anders dargestellt werden: Jede der Ratenzahlungen kann als
Teilbetrag (B;) aufgefasst werden, der bis zum Laufzeitende exponentiell verzinst wird:

1. Teilbetrag: By = R- (1 +14)T
2. Teilbetrag: By = R- (1 +4)T~

i

R-¢"
:R'qT_l

Letzter Teilbetrag: Br =R-(1+i)=R-q

Die Summe aller Teilbetrige ergibt das akkumulierte Kapital zum Teitpunkt 7.
T T
S h=RY
t=1 t=1

T

Der Ausdruck > ¢* = g+¢%+...4+¢* bildet eine geometrische Reihe. Bekannterweise kann die Teilsumme
t=1

der ersten T Elemente wie folgt berechnet werden:
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= 2 T QT*1
th:q—w] +.+q¢ =q- -1

t=1

Folglich kannn der Endwert der vorschiissigen Rente Kp (Rentenendwert) nach 7' Zahlungen nach
folgender Formel berechnet werden:

" -1

q—1

KT =R- q- (31)
Bevor ein Beispiel angefiihrt wird, sei darauf hingewiesen, dass konstante Ratenzahlungen in folgenden
Féllen auftreten kénnen:

1. Zinsperioden betragen genau ein Jahr. Man spricht in diesem Fall von konstanten Jahresrenten.
Gegeben ist dabei ein Jahreszinssatz und eine Laufzeit von T Jahren.

2. Unterjahrige Zinsperioden bei gegebenen unterjihrigen Zinssatz. Ist ein Jahreszinssatz gegeben,
muss dieser in einen unterjahrigen Zinssatz umgerechnet werden. Die Anzahl der Zinsperioden

kann beliebig lang sein, auch langer als ein Jahr.

Charakteristisch in allen Féallen ist dabei, dass immer ein periodenspezifischer Zinssatz gegeben sein
muss bzw. berechnet und verwendet werden muss. Der Formelapparat dabei ist identisch in allen
beschriebenen Fallen. Ein anderes Vorgehen muss gewahlt werden, wenn Zinsperiode und Ratenzahlungen
nicht iibereinstimmen. Siehe dazu Abschnitt 3.3.

Beispiel

Zahlt man 10 Jahre lang am Jahresanfang einen Betrag von 1000 EUR ein erhélt man bei einem
Jahreszinssatz von 5% am Ende des 10. Jahres den Betrag (Rentenendwert K1p). Der Akkumulationsprozess
lésst sich grafisch folgendermaflen darstellen:

K, K, K, K; Ky Ko
R R R R R

1 \ 1 \ \:

0 1 2 ' 9 10

Der Rentenendwert wird folgendermaflen berechnet:

" —1
qg—1

Kr=R-q-

1,051 — 1

— 132
051 3206, 70

K10 =1000-1,05-
Der Rentenendwert betragt 13206,70 EUR.

Der Barwert (Rentenbarwert BWp) erhélt man, indem man den Rentenendwert mit dem Abzinsfaktor

(GT = (%T) multipliziert:
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T
qg —1
BWyo=R-q-—"
0 47 q—1
_p. L K
g" ' q-1
Fiir das Beispiel:
1 gr —1
B =R - — . L
Wo RqT_1 1
1 1,050 —1
=1 . ) =
000 1,050 1,05—1
1
:WK10:8107,77

Der Barwert betragt 8107,77 EUR. Wiirde man diesen Betrag zu Beginn der Laufzeit einzahlen und mit
einem Zinssatz von 5% p/a verzinsen, erhielte man den Betrag des Rentenendwertes von 13206,70 EUR.
D.h. die Zahlung von 10 vorschiissigen Raten von 1000 EUR oder die Einzahlung von einmalig 8107,77
EUR zu Beginn der Laufzeit sind dquivalent, sie erbringen den gleichen Endwert.

K9 = 8107,77- 1,05 = 13206, 70

Bisher wurde der Barwert einer Rente als abgezinster Endwert zum Laufzeitbeginn berechnet. Wir
wollen diesen Barwert ab jetzt mit BW, bezeichnen, als Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 0. Es ist aber auch
eine weitere Betrachtung moglich. Angenommen, bis zum Zeitpunkt t (¢ > 0) wurden bereits einige
Ratenzahlungen getétigt. Zur Ubersichtlichkeit nehmen wir an, dass der Zeitpunkt t ausschliefSlich zu
Zahlungsterminen der Raten bestimmt wird. Damit ist in unserer Notation t eine ganze Zahl zwischen 0
und T: ¢t € (0,7) und ¢t € N, wobei N die Menge der natiirlichen Zahlen ist. Die Anzahl der getatigten
Ratenzahlungen ist t, es stehen noch 7" — ¢t vorschiissige Ratenzahlungen aus. Man kann den Barwert
der Rente ebenfalls fiir den Zeitpunkt t berechnen. Dazu ist zundchst der Endwert der ausstehenden
Zahlungen zu bestimmen und dieser dann zum Zeitpunkt t abzuzinsen. Der so erhalten Barwert wird
mit BW; bezeichnen, als Barwert zum Zeitpunkt ¢. Der Endwert der noch ausstehenden Ratenzahlungen
sei mit K7._, bezeichnet.

T—t
KY —R.q- 1 —*~
T—t q -1
N 1
BWt:KTft'F
1 ¢Tt-1
BW,=R-q- -t
t q qT_t q_l
1 Tt
- R a

qT—t—l q— 1

Fiir das oben angefiihrte Beispiel nehmen wir nun an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 6 bereits 6 vorschiissige
Ratenzahlungen erfolgt sind, und weitere 4 Ratenzahlungen noch ausstehen. Der Rentenendwert der
noch ausstehenden Zahlungen (K;,_s = K}) und der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 6 (BW;s) kénnen nun
berechnet werden:
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(1,0510-6 — 1
0,05

1
BWs = 4525,63 - To0m = 3723,25

.05

K%y ¢ =1000- (1,05) - — 4525,63

Rentenendwert der noch ausstehenden Zahlungen betragt 4525,63 EUR. Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 6
belduft sich auf 3723,25 EUR. Wiirde man diesen Betrag zum Zeitpunkt ¢ = 6 einzahlen erhielte man
den Endwert von 4525,63 EUR. Oder der Barwert der noch ausstehende Zahlungen betragt 3723,25 EUR.

Grafisch kann die Berechnung des Barwertes BW§ so dargestellt werden:

<
<~
P
<
T
<~
<«
<
<~
e

vergangene Zahlungen zukiinftige Zahlungen

An dieser Stelle sei erwéhnt, dass der Zusammenhang von Bar- und Endwert nur dann in dieser Form
hergestellt werden darf, wenn die Zinssétze zum Auf- und Abzinsen und fiir die Rentenrechnung identisch
sind. Sie beziehen sich auf ein spezielles Finanzprodukt und dienen der internen Berechnung.

Die Formel zur Rentenrechnung kann umgestellt werden, Ratenhohe oder Laufzeit zu berechnen wenn
der Zinssatz bzw. Auf- und Abzinsfaktoren gegeben sind.

-1 1

R=FKp 1. " (3.2)
In (1 + . ‘T)

T = e (3.3)

Renten wurden bisher als Kapitalbildungsprozess dargestellt. Man kann sich auch vorstellen, dass
ein Kapital genutzt wird, um mehrjahrige Rentenzahlungen daraus zu finanzieren (man spricht auch
von Kapitalverzehr). Die Idee ist relativ einfach. Es sei K ein Ausgangskapital, dass zu einem
Jahreszinssatz ¢ verzinst wird, gleichzeitig wird mit dem gleichen Zinssatz eine Rente gebildet, die zur
Auszahlung kommt. Beide Prozesse lassen sich in einen Prozess integrieren:

¢ —1

Kr=K-¢" —R-q-
q—1

Dabei ist K das Kapital, dass nach T' Ratenzahlungen und Verzinsung des Ausgangskapitals iibrigbleibt.
Soll das gesamte Ausgangskapital aufgebraucht werden, muss Kp = 0 sein. Nun kann die H6he der dazu
notwendigen Rentenzahlung berechnet werden:

T
-1
0=K-¢"—R-q- 2
qg—1
T
-1
R.q.q =K. -¢¥
qg—1
K-¢' - (¢g—1
R qT(q )
q-(¢" 1)
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Beispiel: Ein Rentner verfiigt bei Renteneintritt iiber 200000 EUR. Daraus méchte er fiir die nachsten
20 Jahre eine jahrliche vorschiissige Rente finanzieren. Die Bank bietet ihm einen Zinssatz von 5% an.

_K-¢"-(¢-1)
q-(¢" 1)
200000 - 1,050 - (0, 05)
R = : : = 15284, 30
1,05 (1,0520 — 1) :
Gegenrechnung;:
T
—1
Kr=-R-q- g
qg—1
1,0520 —1
Koy = —15284,30 - 1,05 - =~ = —530659, 46

Kr=K-¢"
Koo = 200000 - 1,05%° = 530659, 46

Die vorschiissige Rente verbraucht ein Kapital von 530659,46 EUR. Das wird finanziert durch ein akkumuliertes
Kapital ebenfalls in der Hohe von 530659,46 EUR. Finanzierung und Auszahlungen stimmen {iiberein.

3.2.2 nachschiissige Renten

Nachschiissige Renten sind dadurch charakterisiert, dass die Ratenzahlung im Unterschied zur vorschiissigen
Rente erst am Ende der jeweiligen Zinsperiode erfolgt und damit nicht in die Zinsberechnung dieser

Periode eingeht. Der Kapitalbildungsprozess ist entsprechend anzupassen:

Grafisch ergibt sich folgendes Bild:

Ky=0 K Ky Kr_2 Kr_y Kr
R R R R R

! ! ! ) !

(3 1 2 TH— 2 Tl— 1 T

Wie im Unterabschnitt 3.2.1 kann der Kapitalisierungsprozess als Summe aufgezinster Teilbetriage betrachtet

werden:
1. Teilbetrag: By = R-(1+i)T" 1 =R.q¢"~
2. Teilbetrag: Bo =R-(1+4)T"2=R-¢"

Letzter Teilbetrag: Br = R= R - ¢°
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Die Summe aller Teilbetrége ergibt das akkumulierte Kapital zum Teitpunkt 7.

T T-—1
> Bi=R-> «q'=R-(1+q+¢+..+q¢""
t=1 t=0
T
-1
_p.9
q—1

" —1
q—1

Kr=R- (3.4)
Dabei ist Kp der Endwert der nachschiissigen Rente am Ende der Laufzeit T'.
Es gelten die Bemerkungen iiber mogliche Anwendungsgebiete : Jahresrenten, unterjahrige oder iiberjéhrige

Renten bei konstanten Ratenzahlungen. Siehe dazu Unterabschnitt 3.2.1.

Beispiel

Wie im Beispiel im Unterabschnitt 3.2.1 zahlt man 10 Jahre lang, nun aber am Jahresende, einen Betrag
von 1000 EUR ein erhalt man bei einem Jahreszinssatz von 5% am Ende des 10. Jahres folgenden Betrag
(Rentenendwert):

T
-1
Kr=R-1Z
q—1
1,050 — 1
K:0=1 =12 1
10 000 1051 577,8

Der Rentenendwert betragt 12577,81 EUR.

Der Barwert (Rentenbarwert) erhilt man, indem man den Rentenendwert mit dem Abzinsfaktor (§7 =

q%) multipliziert:

1
BWy=Kr-§" =Kr-—
q
1 ¢T-1
B = R.—.
Wo " q-1
Fiir das Beispiel:
1 ¢¥ -1
BWo=R-— ——
g’ gq-1
1 1,050 —1
= 1000 - - =
1,050 1,05—1
1

Der Barwert betragt 7721,73 EUR. Wiirde man diesen Betrag zu Beginn der Laufzeit einzahlen und mit
einem Zinssatz von 5% p/a verzinsen, erhielte man den Betrag des Rentenendwertes von 12577,81 EUR.
D.h. die Zahlung von 10 nachschiissigen Raten von 1000 EUR oder die Einzahlung von einmalig 7721,73
EUR zu Beginn der Laufzeit sind dquivalent, sie erbringen den gleichen Endwert.

In analoger weise kann die Formel zur Berechnung des Rentenendwertes nach 7" bzw. R umgestellt werden:
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(3.5)

1n(1+1§§~(q—1)>

T —
Ing

(3.6)

Der Barwert BW; wird analog zur voerschiissigen Rente berechnet und interpretiert werden:

T—t _ 1
KT—t =R qi
q—1
1
BWt == KT_t . ﬁ
q
1,0510-6 —1
Ky = Ki9_g = 1000 - % = 4310, 12

1
BWs = 4310,12- —— = 354
Wo =4310,12 - 1 = 3545, 95

Rentenendwert der noch ausstehenden Zahlungen betragt 4310,12 EUR. Der Barwert zum Zeitpunkt
t = 6 belauft sich auf 3545,95 EUR. Wiirde man diesen Betrag zum Zeitpunkt ¢ = 6 einzahlen erhielte
man den Endwert von 4310,12 EUR.

Lediglich der Endwert des Beispiels in Unterabschnitt 3.2.1 ist durch den Endwert der nachschiissigen
Rente zu ersetzen.

Auch im nachschiissigen Fall kann der Prozess des Kapitalverzehrs in Formeln gefasst werden. Die sich
daraus ergebene Ratenhche R berechnet sich:

K-dr . (q—
poKa (a-1)
" -1

Die entsprechende Ratenhohe R fiir das Beispiel im Unterabschnitt 3.2.1 ist dann:

R 200000 - 1,050 - (1,05 — 1)
N 1,0520 — 1
= 14556, 48

Die nachschiissige Ratenzahlung von 14556,48 EUR im Jahr zehrt das Anfangskapital vn 200000 EUR in
20 Jahren vollstandig auf.

3.2.3 Ewige Renten

Ewige Renten stellen ein Spezialfall von Renten dar, die dem Kapitalverzehr dienen. Unter bestimmten
Umstanden reicht das Kapital aus, um daraus unendliche viele Ratenzahlungen zu ermoglichen.
Betrachten wir zunéchst eine nachschiissige ewige Rente. Man kann sich leicht iberlegen, dass das Kapital
genau dann nicht aufgebraucht wird, wenn die periodischen Ratenzahlungen den in der Zinsperiode
erwirtschafteten Zins nicht tiberschreiten.
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Ist die Ratenzahlung kleiner als der der erwirtschaftete Zins, wird das Kapital sogar anwachsen, hat die
Ratenzahlung die Hohe der Zinsen, wird die ewige Rente vollstdndig dzrch die Zinsen abgedeckt, das
Anfangskapital bleibt unveréndert.

Im Falle der vorschiissigen ewigen Rente muss die Ratenhohe um eine Zinsperiode abgezinst werden:

R< Z-K-1-K. (3.8)
q 1+

Ewige Renten werden in der finanzwirtschaftlichen Praxis dann genutzt, wenn aus einem Kapital jahrlich
oder in anderen Zeitintervallen ein konstante Betrige ausgezahlt werden und dabei das Ausgangskapital
nicht aufgebraucht werden soll. So konnte man sich die Finanzierung der Priamien der Nobelpreise
vorstellen, wenn die Kapitalbildung ausschlielich durch Verzinsung erfolgt. Auch in Stiftungen in denen
regelmafig Betrage ausgeschiittet werden kénnen durch ewige Renten finanziert werden:

Beispiel : Es ist das Anfangskapital zu bestimmen, wenn jahrlich 100000 EUR ausgeschiittet werden
soll, und das Kapital nicht aufgebraucht wird. Der Zinssatz betrage 5%.

K= R % - nachschiissig

K= R- % - vorschiissig

K = 100000 - 0—105 = 2000000 - nachschiissig
K = 100000 1995 = 2100000 - vorschiissig

Wird der Ratenbetrag am Ende des Jahres ausgezahlt benotigt man 2000000 EUR, wird er jedoch am
Jahresanfang bereitgestellt sind 2100000 EUR notwendig. Ein hoherer Betrag wiirde dazu fiihren, dass
das Kapital standig ansteigen wird.

3.3 Konstante Ratenzahlungen - Anzahl der Zinsperiode und
der Ratenzahlungen stimmen nicht tiberein

Es existieren viele Kombinationen, wenn die Anzahl der Zinsperioden und der Ratenzahlungen nicht
iibereinstimmen. Hier seinur folgender Fall betrachtet:

e unterjahrige Einzahlungen bei jahrlicher Verzinsung

Die Zinsperiode betragt ein Jahr, gegeben ist folglich ein Jahreszinssatz ¢. Die Ratenzahlungen erfolgen
unterjahrig. Ein Jahr besteht aus m Zinsperioden. Die Raten werden nachschiissig gezahlt.

Tllustriert werden soll der Zahlungs- und Verzinsungsverlauf an einem Beispiel mit vierteljahrigen Ratenzahlungen
R = 1000 EUR und 3 jahriger Laufzeit, i = 5%.

Ko=0 K K, K
A Zs Zs
{ { {
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Dabei bezeichnen:

K, Kapital am Ende der Zinsperiode t, t=1,2,3
Z;  Zinsen fir die Zinsperiode t, t=1,2,3
R Vierteljahresraten

Betrachten wir den allgemeinen Fall. Die Zinsperiode (ein Jahr) wird in m Zinszahlungsperioden unterteilt.
Am Ende jedes Jahres wird das angesammelte Kapital gem&fi exponentieller Verzinsung mit dem Jahreszinssatz
1 verzinst. Innerhalb des Jahres wird das Kapital nach dem Prinzip der einfachen Verzinsung anteilig
verzinst. Dort kommt der unterjahrige Zinssatz ¢ 1= # . In unserem Beispiel ist der Vierteljahreszinssatz
z% = i gebildet.

Im ersten Jahr ergeben sich folgende Zinsen, die am Ende des Jahres zusammengefasst werden:

Raten Restlaufzeit Zinsen
bis Jahresende | bis Jahresende
1. Rate | m-1 R-i mT_l
2. Rate | m-2 R-i- msz
j. Rate | m-j Rz%
m. Rate | 0 R-i- == =0

Die Zinsen am Jahresende betragen dann:

j=1
R LS
p— nlL —_— —
m 4 J
Jj=1
R 1 (m-1m
m 2
m—1
“ R
YT

Am Ende des ersten Jahres belduft sich das akkumulierte Kapital:

K1:R"ITL+Zl

-1
:R-[m—&-i-mT]

Zur Berechnung des Kapitals im Jahre 2 (K3) ist das akkumulierte Kapital K ist zu verzinsen. Zusétzlich
werden, wie im ersten Jahr,die m Einzahlungen und die unterjahrigen Zinsen dazu addiert:

-1
R-m—&—Zg:R-[m-i-i-L2 ]
=

K2:R-[m+i-mT71]'[1+(1+i)]

43



Fiir das darauffolgenden Jahre gilt analog:

-1
K3=K2-(1+i)+R-m+Zg:R-[m+i-mT]-[1+(1+i)+(1+i)2]

KnZR'[m+i-mT_l]~[1+(1+i)+(1+z‘)2+...+(1+i)("—1>]

K,=R-[m+i-

Dabei bildet K,, den Endwert der Rente.

Fiir das Beispiel ergeben sich bei 4 Zinsperioden pro Jahr im ersten Jahr:

Raten | Restlaufzeit bis Jahresende | Zinsen bis Jahresende
in Vierteljahren

1.Rate | 3 1000 - 0,05 - 2 = 37,50
2.Rate | 2 1000 - 0,05 - 2 = 25,00
3.Rate | 1 1000 - 0,05 - 1 = 12,50
4 Rate | 0 1000-0,05-2 =0

Die aufgelaufenen Zinsen betragen:
Zy = 37,504+ 25,00 4+ 12,50 = 75
Am Ende des ersten Jahres belduft sich das akkumulierte Kapital:

K1:R-m—|—Z1
K; =1000-4+ 75 = 4075

Zur Berechnung des Kapitals im Jahre 2 K5 ist das akkumulierte Kapital K; ist zu verzinsen. Danach
addiert man die m Einzahlungen und die Zinsen, wie im ersten Jahr:

K2:K1-(1+i)+R~m+Z2
Ko =4075-1,05+ 1000 - 4 + 75 = 8353, 75

m_mfj
A E -
2 R_ ! m
j:l
o =175

Am Ende des zweiten Jahres belduft sich das akkumulierte Kapital auf 8353,75
Das Kapital ist wiederum zu verzinsen und die m Einzahlungen und die Zinsen dem verzinsten Kapital
zu zuschlagen:

Ky=Ky-(14i)+R-m+ Z3
Ky = 8353,75 - 1,05 + 1000 - 4 + 75 = 12846, 44

To=R- L
3 ;Z m

Z3 =175
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Insgesamt erwirtschaftet diese Rente 12846,44 EUR.

Zum gleichen Resultat kommt man, wenn die Formel:

K3:R-[m+i-m74]-[1+(1+i)+(1+i)2]

mfl]'(lJri)gfl

2 1

verwendet und das Problem nicht rekursiv 16st.

3
K3 =1000- [4+0,05- 7] [1+ (140,05) + (1 +0,05)%] = 12846, 44

3. (140,053 —1
K3:1000~[4+0,05~7]~%

— 12846, 44
. 846,

3.4 dynamische Renten

Es werden zwei Moglichkeiten betrachtet die Ratenzahlungen zu dynamisieren:

1. der Zinssatz bleibt nicht konstant . Wir gehen davon aus dass der Zinssatz sich nicht stindig
verandert, sondern eine gewisse Zeit konstant bleibt, und danach den Bedingungen angepasst wird.

2. Die Ratenhohe bleibt nicht konstant. Auch hier treffen wir einige Annahmen: die Ratenhdhe
steigt durch einen konstanten Betrag (arithmetische fortschreitende Rente) oder mit konstantem
Wachstumstempo (geometrisch fortschreitende Rente)

3.4.1 dynamische Renten mit veranderlichen Zinssatz

Die Laufzeit der Rente wird in mehrere Zeitabschnitte (0, dy), (d1,d2), ..., (dr—2,dr—1), (dr—1, dr) unterteilt
und angenommen, dass in diesen Zeitabschnitten der Zinssatz unverandert bleibt. Mit i(q, | 4,) wird der
Zinssatz fur das Intervall (d;_1,d;) bezeichnet

Intervall Zinssatz
(Oa dl) i(Oydl)

(dlde) i(d17d2)

(dT—27dT—1) i(dez,dT—l)
(dT—17dT) Z’(del,dT)

Das Endkapital K7 kann dann schrittweise fiir jedes Intervall berechnet werden. Wir betrachten den
nachschiissigen Fall einer Jahresrente. Die Ratenhohe R sei fiir die gesamte Laufzeit (0,7) konstant
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Ko.m) = k- 0.0}
a1
L+ (dr—d1) 1
Kip =R (L+ iay )
( 1 2) 7
(d1,d2)
(1 +i¢g, d )(dT*dT—l) -1
K(dT,l,dT):R' (dr—1,dr)

Ydp_1,dr)

Dabei ist K(q,_, q,) der Endwert der Teilrente fiir das Intervall (di—1,d¢). Jeder dieser Teilendwerte
(bis auf den letzten K(4,_, 4,)) unterliegt ebenfalls der Verzinsung und bilden den aufgezinsten Endwert
KEdel d) der Teilrente fiir das Intervall (d;—1,d;):

)(dz*dl). )(dedT,l)

(L igdry dr)
)(dS*dz’).

KEkO,dl) = K(O,dl) -1+ Z.(dhdz)

)(dT*dT—l)

K4y ay) = K(dyan) - (14 i(dy,d5) o (U 4dap_y dr)

KEde—%dT—l) = Ky _par_y) - (14 i(dT—l,dT))(T_dTil)

Die aufgezinsten Teilrenten miissen nun addiert werden (der letzte Teilendwert K4, _, 4,) muss dabei
nicht aufgezinst werden)

Kr = K(*Oadl) + K(*dhdz) +.t KEde—ZydT—l) + K(dT—ladT)

Beispiel:

Die Laufzeit T' = 12 Jahre einer Rente ist in 3 Abschnitte unterteilt, wobei in jedem Abschnitt der Zinssatz
konstant bleibt. Die jéhrliche Rate betragt 10000 EUR fiir die gesamte Laufzeit. Die Ratenzahlungen
erfolgen nachschiissig:

Intervall Intervall Zinssatz

(0,d1) (0,4) 5%
(di,d2)  (4,7) 6%
(dT)  (T12) 7%

Es werdenm zunéchst die Endwerte der 3 Teilrenten berechnet:

(14 i0,a)) — 1 1,05% —1

K =R- = 10000 - ————— = 43101, 25
(Ot i(0.d1) 0,05 ’
(L4 i(dy,a0)) 2" — 1,06% — 1
K =R- ’ = 10000 - ———— = 31836, 00
(dd2) i(dlydz) 0,06 7
(1+ i) T4 — 1,07° — 1
K, =R- : = 10000 - ~———— = 57507,39
(D) i(ds,T) 0,07 7
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Die Endwerte der Teilrenten sind aufzuzinsen bis zum Laufzeitende:

KEko,dl) = K(O,dl) 1+ i(d17d2))(d27d1) (14 /L‘(d%T))(dez) = 43101, 25 - 1,063 1, 07° = 71998, 98
Ky, any) = Kiayaz) - (1 +igag,r) 977 %) = 31836,00 - 1,07 = 80657, 08
K(*dQ,dT) = K(dy,dp) = 57507, 39

SchlieBlich sind die aufgezinsten Endwerte der Teilrenten zu addieren:

Kr = K{y )+ Kigy ay) + K(da,ar) = T1998,98 + 80657, 08 + 57507, 39 = 210163, 45

Damit belduft sich der Endwert nach 12 Jahren auf 210163,45 EUR.

3.4.2 dynamische Renten mit veranderlicher Rate

Grundsétzlich kann bei veranderlichen Raten in &hnlicher Form vorgegangen werden, wie bei verédnderlichen
Zinssdtzen. Es werden Teilrenten fiir jedes Intervall konstanter Ratenbetridge berechnet, diese zum
Laufzeitende aufgezinst und addiert. In diesem Abschnitt betrachten wir eine andere Form der verdnderlichen
Raten betrachtet, namlich arithmetisch oder geometrisch wachsende Raten.

Renten mit arithmetisch steigenden Raten

Die Bildungsgesetze einer arithmetisch steigenden Rate l&sst sich wie folgt beschreiben:

Ry =R
Ry=R+A
Ry=R+(t—1)-A

Dabei bezeichnet A den konstanten Zuwachs in jeder Periode.

Betrachte wir den Fall einer nachschiissigen Rente. Jede Teilrente (Ratenzahlung) wird nun an Hand der
Restlaufzeit verzinst :

Bl = R'(]Tﬁl
By=(R+A)-¢72

Bi=(R+(t—1)-A)- ¢t

Br=(R+(T—1) )

Die Teilrenten B; sind zu addieren. Allein diese Darstellung reicht schon fiir praktische Berechnungen.

Kr=)» Bi=>» (R+(t—1)-A)-¢""
t=1

t=1

Selbstverstandlich kann eine allgemeine Formel zur Berechnung des kumulierten Kapitals angegeben
werden. Der interessierte Leser findet die Herleitung in der Anlage Unterabschnitt 5.1.1. Fiir vorschiissige
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Renten ist zu beachten, dass die Raten etwas modifiziert aufzuzinsen sind. Ist bereits der Endwert fiir
die nachschiissige Rente bekannt, gentigt es, den Endwert mit dem Aufzinsfaktor ¢ zu multiplizieren.

Tllustrieren wir die Berechnung einer arithmetisch steigenden Rente am Beispiel:

Ein Anleger mo6chte 5 Jahre lang jéhrlich stindig wachsende Ratenzahlung leisten. Die erste Rate betragt
1000 EUR. Jahrlich moge sich die Rate um 100 EUR erhohen. Die Ratenzahlungen sollen nachschiissig
erfolgen. Der Jahreszinssatz betrage 5%. Praktisch sind das folgende 5 Zahlungen:

Ry = R =1000

Ry = R+ A =1000+ 100 = 1100
Rs =R+2-A=10002-100 = 1200
Ry=R+3-A=10003-100 = 1300
Rs =R+4-A =10004-100 = 1400

Jeder dieser Raten ist bis zum Ende der Laufzeit zu verzinsen:

Bi =Ry -qF -¢°~1 =1000-1,05* = 1215, 51
By =Ry -qT -¢°7% =1100-1,05% = 1273,39
Bi = R3¢ 1 =1200-¢°~3 = 1200 - 1,052 = 1323, 00
Bi=Rs-q -¢°~* =1300- 1,05 = 1365, 00
Bi=Rs5-q -¢°~% = 1400 = 1400, 00

Die Summe der aufgezinsten Raten ergeben in der Summe den Endwert der nachschiissigen Rente nach
5 Jahren Kj:

5
Ky = Z B, = 6576, 90

t=1

Zum gleichen Resultat kommt man, wenn man die Formel zur Bestimmung des Endwertes aus der Anlage
Unterabschnitt 5.1.1 verwendet:

(¢F = 1) A T-A
Kr= . — R 3.10
CEE) (qfl 71 ) (3.10)
oder fiir das Beispiel:
(1,05° — 1) 100 5-100
K= : ( - R)
T @05-1) \1,06-1 105 —1

Ky = 5,5256 - (2000 —1.809,75 + 1000) — 6576,90

Den Endwert der entsprechenden vorschiissigen Rente KZ erhdlt man, indem man den Endwert der
nachschiissigen Rente mit dem Aufzinsfaktor ¢ = 1,05 multipliziert:

K! = K5 -q=6576,90 - 1,05 = 6905, 75
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Es lassen sich ebenfalls die Barwerte BW der Rente bestimmen:

1
q
BW =K, i—657690 L—515247
— 5 q5_ ) 1’055_ )
1 1
BW* = K} - — =6905,75 - ——— = 5410,84
5P 771,055 ’

Renten mit geometrisch steigenden Raten

Die Bildungsgesetze einer geometrisch steigenden Rate lasst sich wie folgt beschreiben. Dabei gehen wir
davon aus, dass die Ratenzahlung mit einem konstanten Wachstumstempo § wéachst. Man spricht auch
von einem exponentiellen Wachstum. Die Raten werden nachschiissig gezahlt:

Jede Teilrente (Ratenzahlung) wird nun an Hand der Restlaufzeit verzinst :

B]ZR'qT_l
Bo=R-(1+p)-q""

By=(R-(1+p)71)-¢""

Br=-(1+p)""
Die Teilrenten B; sind zu addieren.

T T

Im Abschnitt Unterabschnitt 5.1.2 wird die allgemeine Formel zur Berechneung des Endwertes einer
dynamischen Rente mit steigende geometrischen Ratenzahlung hergeleitet.

Hier erfolgt ein Beispiel:

Wieder erfolgen 5 jahrliche nachschiissige Ratenzahlungen. Nun wird ein jahrliches Wachstumstempo
von 10% angenommen: Der Jahreszinssatz betrage wieder 5%: Die ratenzahlung entwickeln sich nach

exponentiellem Wachstum:
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R, = R = 1000

RQ:R-(1+B)—1OOO~(1+O,1):1100
=R-(1+6)2=1000-(1+0,1)%=1210

R4fR (1+8)%=1000-(1+0,1)3 = 1331
=R-(1+6)*=1000-(1+0,1)* =1461,10

Jeder dieser Raten ist bis zum Ende der Laufzeit zu verzinsen:

=R;-¢" 1 =1000-¢>"' = 1000 - 1,05* = 1215, 51
By =Ry -qF'72=1100-¢>"2 = 1100 - 1,05% = 1273, 39
By =Rs-¢' 1 =1210-¢°"3 = 1210 - 1,052 = 1334, 03
Bi =Ry -¢' 1 =1331-¢""*=1331-1,05 = 1397, 55
Bi = Rs-qT 71 =1461,10 - ¢°7° = 1461, 10

Die Summe der aufgezinsten Raten ergeben in der Summe den Endwert der nachschiissigen Rente nach
5 Jahren Ki:

5
K = ZBt = 6681, 58
t=1

Der Endwert der nachschiissigen dynamischen Rente mit geometrisch steigenden Raten betrigt ohne
Rundungsfehker 6681,58.

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn die allgemeine Formel zur Berechnung des Endwertes bei
Renten mit geometrisch steigenden Raten verwendet wird ( siehe Anhang Unterabschnitt 5.1.2):

(M)T_l
KT:R.qT—l,lqﬁi wenn (1+ ) # ¢
7 1

1

% = 6684, 57

1,06

K5 =1000-1,05%-

Um den Endwert einer vorschiissigen Rente zu erhalten multiplizieren wir den Endwert der nachschiissigen
Rente mit dem Aufzinsfaktor ¢ = 1,05. Man erhélt: K¢ = 7015,66 EUR.

Aus den Endwerten lassen sich leicht auch die Barwerte BW berechnen.

1
q
BW = K. i—668158 L—523519
— A5 q5_ ) 17055_ )
1 1
BW = Kf - — =7015,66- —— = 54
W= K - 5 = T015,66.- 15 = 5496,95

Der Barwert der nachschiissigen Rente mit steigende Raten betragt 5235,19 EUR, der der vorschiissigen
Rente 5496,95 EUR.
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Kapitel 4
Tilgungsrechnung

In diesem Abschnitt geht es um die Tilgung einer Schuld. Grundsétzlich kann die Tilgung einer Schuld
durch eine einmalige Zahlung am Ende des Uberlassungszeitraumes (der Laufzeit) erfolgen. Zurtickbezahlt
wird der Darlehensbetrag plus die aufgelaufenen Zinsen. Aus der Sicht des Darlehensgeber stellt sich
der Leihprozess als Kapitalbildungsprozess dar, wobei die einzige Zahlung am Ende der Laufzeit erfolgt.
Solche Tilgungsprozesse konnen mi dem Instrumentarium der geometrischen Verzinsung abgebildet werden
und sollen hier nicht zusétzlich betrachtet werden.

Der Riickzahlungsprozess kann durch regelméflige oder unregelmafige Teiltilgungen charakterisiert werden.
Betrachten wir zunéchst den Fall einer unregelmafligen Riickzahlung. Um den Riickzahlungsprozess
nicht weiter zu komplizieren nehmen wir an, dass die unregelméafiigen Tilgungen und die partiellen
Zinszahlungen nur am Ende einer Zinsperiode stattfinden diirfen. Dann kann man sich auf die exponentielle
Verzinsung beschrinken. Grundsétzlich kann diese Einschrinkung jedoch fallen gelassen werden.

Beginnen wir mit einem Beispiel:

Eine Schuld von RSy = 100000 EUR soll in 10 Jahren getilgt werden. Die Bezeichnung der Anfangsschuld
ist vielleicht etwas irrefiihren - RSy bedeutet die Restschuld zum Zeitpunkt ¢ = 0, was allerdings auch
korrekt ist. Es wird vereinbart, dass der erste Tilgungsbetrag nach 3 Jahren fallig wird und zwar in der
Hohe von T'B; = 30000 EUR (TB steht fiir Tilgungsbetrag), der zweite Tilgungsbetrag (T'B2 = 50000
EUR) nach 5 Jahren und der Rest (T'B3 = 20000 EUR) am Ende des Uberlassungszeitraumes. Mit
RS1,RS5 und RS3 soll die Restschuld nach der Teiltilgung bezeichnet werden. Die Verzinsung erfolgt
jahrlich, gegeben ist ein Jahreszinssatz von 5%. Die aufgelaufenen Zinsen Zi, Z5, Z3 bis zur jeweiligen
Tilgung werden zum Tilgungstermin beglichen.

Die Zinszahlung werden entsprechend der exponentiellen Verzinsung berechnet:
Z1 = 100000 - [(1 +0,05)® — 1] = 15762, 50

Zy = 170000 - [(1 + 0,05)° — 1] = 19339, 71
Z3 = 20000 - [(1 + 0,05)% — 1] = 2050, 00

Der Riickzahlungsprozess kann grafisch illustriert werden:

RSy = 100000 RSy = 70000 RS>= 20000 RS3 =0
Zy = 15762,50 Zy =19339,71 Zs = 2050,00
TB; = 30000 TBy = 50000 TBs = 20000
\ 3 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Auf die allgemeine Darstellung wird hier verzichtet.

In der Finanzmathematik wird der gesamte Zahlungsbetrag (Zinsen Z + Tilgungsrate T'B) als Annuitét
AN bezeichnet.
In unserem Beispiel wiren das 3 Annuitdten (AN;,ANy und AN3):

AN, =TB; + Z;, i=1,2,3
AN, = 30000 + 15762, 50 = 45762, 50
AN, = 50000 + 19339, 71 = 69339, 71
AN = 20000 + 2050, 00 = 22050, 00

4.1 Tilgung einer Schuld in gleichen Tilgungsraten - Ratentilgung

Ausfiihrlicher soll sich nun dem Tilgungsprozess mit konstanten Tilgungsraten in gleichlangen
Zinsperioden gewidmet werden. Analog zu Zinsperioden kann die Tilgungsperiode als Zeitperiode
zwischen zwei aufeinanderfolgende Tilgungen verstanden werden. Zinsberechnung, Zinszahlung und
Tilgung kénnen grundsatzlich zu unterschiedlichen Zeitpunkten stattfinden. Denkbar sind viele Kombinationen
der drei Perioden. Wir konzentrieren wir uns aber auf folgende zwei Fille:

1. Zinsperiode und Tilgungsperiode stimmen tiberein. Typisch wéren Zinsperiode und die Tilgungsperiode
von einem Jahr und gegebenen Jahreszinssatz. Fine andere Moglichkeit wére, wenn Zinsperioden
sowie die Tilgungsperiode unterjéhrig sind, Die Verzinsung erfolgt dann in unterjéhrigen Zinsperioden.
Gegeben muss der periodenspezifische, unterjahrige Zinssatz sein.

2. Zinsperiode unterscheiden sich von der Tilgungsperiode. Wir betrachten den Fall, dass die Zinsperiode
ein Jahr betragt, die Tilgungsperioden jedoch unterjéahrig sind, z.B. Monatliche Tilgungen.

4.1.1 Zinsperiode und Tilgungsperiode stimmen iiberein

Die Laufzeit einer Anfangsschuld sei in m Zinsperioden bzw. Zinszahlungen unterteilt. Am Ende jeder
dieser Perioden erfolgt die Zinsberechnung und die Zahlung der Annuitat AN; = TB;+Z;,j =1,2,...,m.
Gegeben sei der periodenspezifische Zinssatz.

Der Tilgungsbetrag wird berechnet, in dem die Schuld (oder Restschuld im Moment ¢ = 0) durch die
Anzahl der Zinsperioden dividiert wird:

RSy

TB; = i=1,2,...,m

TB; =TB = const.
Die Restschuld R.S; berechnet sich aus Anfangsschuld RSy und den Tilgungsbetrigen T B:

1
RSy = RSy~ TB =RSo- (1~ —)

RSQ:R5072~TB:RSO~(1—%)

RSm:RSO—m-TB:RSO-(l—g)zo
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Die Zinsen werden rekursiv wie folgt berechnet:

Zy=RSy i

Zy=RS;-i=RSy- (1— —)-i
m

m—1

T =RSpm_1-i=RSy (1 - ——)i
m

Die Annuitéten ergeben sich aus den Tilgungsbetragen und Den Zinsen:

Oder zusammengefasst fiir die Zinsperiode j:

Die insgesamt gezahlten Zinsen 7 betragen:

Beispiel

ANliTBl‘FZl:W‘FRSQZ

RSy

RS, 1
ANy =TBy+ Zo = —2 + RSy - (1 — —) -i
m m

AN, =TB,, + Z,, = — + RS -
m

TB=—

RS

RS; = RSy —j-TB=RS,-(1—

m—1

1-""2

m

)

J
m

, J—1
Zj:Rijlz:RSO(l_T)Z

Z:iRS().(l—
j=1

) — 1

RS

)i

Eine Schuld von 100000 EUR soll durch gleiche Tilgungsraten in 5 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
fallig. Zu berechnen sind die jédhrlichen Annuitéten:
Der konstante Tilgungsbetrag fiir alle Zins(zahlungs)perioden betragt TB = &5000 = 20000. Die Grofien
RS;, Z; und AN; Vj sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS; TB Z;, AN,
0 100000

180000 20000 5000 25000
2 60000 20000 4000 24000
340000 20000 3000 23000
420000 20000 2000 22000
5 0 20000 1000 21000

Insgesamt werden 15000 EUR Zinsen gezahlt.

53



Grafisch ergibt sich folgendes Bild:

RSy RS, RS, RS3 RSy RSy =
ANy AN, AN3 ANy AN5
! ! ! ! !
0 1 2 3 1 m=T=5

Das Berechnungsschema kann ebenfalls angewendet werden, wenn die Zinsperioden und Zinszahlungsperioden
unterjahrig sind und ein periodenspezifischer unterjéahriger Zinssatz gegeben ist. Ist der iibliche Jahreszinssatz
gegeben, muf} der periodenspezifischer unterjéhriger Zinssatz aus dem Jahreszinssatz abgeleitet werden,
siehe Unterabschnitt 2.2.3.

Beispiel

Ein Konsumentenkredit von 2000 EUR wird monatlich verzinst. Die Annuitdten werden ebenfalls
monatlich féllig (am Ende jedes Monats). Insgesamt sind 5 Ratenzahlungen vorgesehen. Der Monatszinssatz
betriagt 1%.

Der konstante Tilgungsbetrag fiir alle Zins(zahlungs)perioden betriigt 7B = 292 = 400. Die GréBen
RS;, Z; und AN; Vj sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS; TB Z; AN,

2000

1600 400 20 420
1200 400 16 416
800 400 12 412
400 400 8 408
0 400 4 404

Tk W N~ O

Insgesamt werden 60 EUR Zinsengezahlt.

Die gesamten Zinsen konnen nach Formel (4.5) berechnet werden:

Z:RSO-i~<1+(1—1)+(1—:1)+~~+(1—m_1)>:

1
= RSy -i- <m~(1+2+...+m1)>

m

1

_Rso.i(m_)

m.(m—1)~m

2
. 1+m
Z=RSp-i-— " (4.6)

Die allgemeine Darstellung ist niitzlich, wenn die Anzahl der Zinsperioden sehr grof} ist und eine rekursive
Losung viel Rechen- und Schreibaufwand erfordert.

Man konnte fiir das Beispiel die Gesamtzinsen nach der oben angefiihrten Formel direkt berechnen:
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1+m
2

Z =2000-0,01

Z=RSy-i-

=60

l\D\@

4.1.2 Zinsperiode stimmen nicht mit der Tilgungsperiode iiberein

Im weiteren soll ein Fall betrachtet werden, der nicht uniiblich ist. Die Zinsperiode ist ein Jahr,

die Tilgungsraten und sind unterjahrig zu zahlen, wahrend die aufgelaufenen Zinsen am Ende jeder

Zinsperiode bezahlt werden.Es wird unterstellt , dass der Jahreszinssatz i = 8% und damit der Vierteljahreszinssatz
i1 = 2% betragen. Die Anfangsschuld sei RSO = 24000 EUR und die ”day count convention:” 30/360

gllt Der Tilgungszeitraum (Laufzeit) T ist in jeweils m unterjihrige Zinsperioden unterteilt. Man

erhélt folgendes Bild, wenn wir eine Laufzeit von drei Jahren und vierteljahrliche Zinsberechnungen

und Zinszahlungen unterstellen. Die Anfangsschuld RSy wird in T - m = 3 -4 = 12 Tilgungsperioden

unterteilt, die Tilgungsraten werden nachschiissig gezahlt, d.h. am Ende der jeweiligen Tilgungsperiode.

Der Tilgungsrate errechnet sich aus der Anfangsschuld und der Anzahl der Tilgungsperioden (T'B = RS” ).

RS() RS1 RSQ R53 RS4 RS5 RS@ RS7 RSB RSQ RSw RSH Rslz

TB TB TB TB TB TB T1TB TB TB TB TB TB
Zy Zy Z3

4 + +
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Die Restschuld berechnet sich folgendermafen:

RS1 =RSy—-TB
RSy =RSy—2-TB

RST.m:RSO—T'm'TB:O
Die Zinsen der ersten Zinsperiode errechnen sich:

= RSy - + RS, - + RS, - + RS;3 -

(RSO + RSy + RSy + RSg) =7 (RSO + (RSy —TB) + (RSy —2-TB) + (RSo — 3 - TB))

4-RSy—TB- (1+2+3):3~(4~R5076~TB>

1
02 (4 - 24000 — 6 - 2000) — 1680

/N

7
T4
i
T4
=0,

oder allgemein:

(m—1)-m

lei-(m-RSo—
m 2

: TB)

Fiir die restlichen 2 Jahre werden die Zinsen analog berechnet. Es ist allerdings zu beachten, dass sich
die Restschulden im Vergleich zur ersten Zinsperiode andern:
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= P— P— J— —
Zy = RS, + RS5 1 + RSs + RS,

~(RS4+R55+R56+RS7) :%~((RSO74~TB)+(RSO—5~TB)+(RSO—6~TB)+(RSO—7~TB))

-(4~RSO—TB(4+5+6+7))

YRS RS P,

-(4-RSO—22~TB)

I
=

02 (4 - 24000 — 22 - 2000) — 1040

oder allgemein:

ZQ:%-(m-RSO—TB-[1-m+(1-m+1)+...(1-m+m—1)})
Z2:%~<m~RSo—TB-[1-m2+(1+2+...+m—1)])

) m-(m—1)
Z2za~(moRSO—TB~[1-m2+(f)])

i

Zg:RSg'i+RSQ~i+RSm'i+RSH~4

RIS Y PSS

RSs + RSo + RSy + RSH) -

: ((RSO —8-TB)+ (RSy—9-TB) + (RSo — 10 - TB) + (RS, — 11 - TB))

4-RSo—TB-(8+9+10+11))

I
o

02 (4 - 24000 — 38 - 2000) = 400

oder allgemein:

Z3:%~<m~RSO—TB-[2-m+(2-m+1)+...(2~m+m—1)])
Zgzi-(m-RSO—TB-[2-m2+(1—|—2—|—...—|—m—1)])
Z3:%~(m-RSO—TB-[Q-mz—i—(W)])
bzw. :
ZT:%-<m~RSO—TB-[(T—l)~m+((T—1)-m+1)+...((T—1)~m+m—1)]>
ZT:%~(m-RSO—TB-[(T—l)~m2+(1+2+...+m—1)})
ZT:%o<m~RSO—TB~[(T—l)'szr(W)])

Fiir die gesamten Zinsen gilt:
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Z:Zy+%+dﬁ:i-@d&R%—JB-U+2+W+Lm

Z=0,02- (4~3~24000472000.[147247“.+f1u) ::0,02~(12o240004—2000~66) = 3120

bzw.

Z =71+ Dot ot Ty = -(m.TJ%b—TB¢1+2+m+4m-T—nD

1
m

(m-T—l)-m-T]) (47)

2

Es erfolgen damit folgende Zahlungen, wenn unterstellt wird, dass der Jahreszinssatz i = 8% und die
Anfangsschuld RSy = 24000 EUR betragen und die ”day count convention:” 30/360 gilt. . Die konstante

: < _ 24000 _
Tilgungsrate betragt T'B = =5~ = 2000.

Z:>—~(mnT-R&y—TB-[
m

j RS; TB Z; AN,
0 24000

1 22000 2000 480 2000
2 20000 2000 440 2000
3 18000 2000 400 2000
4 16000 2000 360 3680
5 14000 2000 320 2000
6 12000 2000 280 2000
7 10000 2000 240 2000
8 8000 2000 200 3040
9 6000 2000 160 2000

10 4000 2000 120 2000
11 2000 2000 80 2000
12 0 2000 40 2400

Die Gesamtzinsen belaufen sich auf 3120 EUR ( Z = Z; + Z5 + Z3 = 1680 + 1040 + 400 = 3120).

4.2 Tilgung einer Schuld in gleichen Annuitaten - Annuitatentilgung

In den bisherigen Betrachtungen zur Tilgung von Schulden gingen wir davon aus, dass der Tilgungsbetrag
T B eine konstante Grofle ist. Das macht es einfach, die Restschuld zu einen beliebigen Zinszahlungs-
oder Tilgungstermin zu berechnen. Ein Nachteil dabei ist, dass sich alle Zahlungen in der Form von
Annuitdten voneinander unterscheiden. Werden die Zahlungen von einem Girokonto abgebucht, miisste
jede Abbuchung einzeln ausgelost werden. Eine Moglichkeit, dass zu umgehen ist die Verwendung von
konstanten Annuitdten AN, die sich wie vorher aus Zinszahlung Z und Tilgungsbetrag T'B zusammen
setzen.

AN; =TB;+ Z; = const.

Wenn die Annuitat konstant bleibt, d&ndern sich sténdig die Restschuld K; und damit auch die Zinsen
und der Tilgungsbetrag. Da die Restschuld abnimmt, werden sich auch die Zinsen verringern. Folglich
steigt dann bei konstanter Annuitit der Tilgungsbetrag.

Im ersten Schritt betrachten wir den Fall, wenn Tilgungsperiode und Zinsperiode gleich sind:

4.2.1 Zinsperiode und Tilgungsperiode stimmen iiberein

Eine Schuld RSy wird in m konstanten Annuitéten AN; zuriickgezahlt. Die Zinsperiode entspricht der
Tilgungsperiode. Gegeben sei ein zinsperiodenspezifischer Zinssatz i. Die Zinsberechnung erfolgt am Ende
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jeder Zinsperiode, die Zinszahlung Z; fiir diese Periode ist wie auch der Tilgungsbetrag T'5; Bestandteil
der konstanten Annuitdt AN.

Die Restschuld RS; kann wie folgt berechnet werden:

RS1:RSO'(1+i)—AN
RSy =RS;-(144) — AN = (RSp- (1 +i) — AN)- (1 +i) — AN = RSy - (i +14)*> — AN - [(1 + (1 + )]

RS;=RS; 1 - (1+i)— AN =RSy- (14+4) — AN -[(1+ (1 +d)+ (1 +i)* + ...+ (1 +4)7Y

RS, = RSy 1-(1+i)— AN =RSy- (14+i)™ — AN -[(1+ (1 +d)+ (1 +i)> + ...+ (1 +49)™ Y

RSy = RSy (14 i)™ — AN . 2FD" =1

i
Fiir eine beliebige Zinsperiode ist die Restschuld:

RS; =RS; ;- (14+i) —AN=RSy- (1+4) — AN -[(1+ (1 4+i) + (1 +8)? + ... + (1 +i)77Y
(14i) -1

RS; = RSy - (1+1i)! — AN - -

Aus den Restschulden lassen sich einfach die Tilgungsbetrige berechnen:

TB; = RSy — RS,
TBy; = RS; — RS

TB,, = RS,, — RSm—1

Ein anderer Weg zur Bestimmung der Tilgungs- und der Zinsbetrageist die rekursive Berechnung. Zunéachst
wird der Tilgungsbetrag T By fiir die erste Zinsperiode bestimmt. Der Tilgungsbetrag der Folgenden
Perioden unterschneidet sich von der vorangegangenen Periode nur durch die Zinsersparnis aufgrund der
Tilgung. Dem vorangegangenen Tilgungsbetrag ist die Zinsersparnis hinzuzufiigen:

TBy = AN — RSy -i = AN — Z,
TBy=TBy+TBy-i=TBy-(1+i)=AN — Z,

TBpm =TBpy-14+TBpm_1-i=TBm_1-(1+i)=TB;-(1+4)"""=AN — Z,,
oder
TB,, = [AN — RSy -i] - (1 + i)™}

Die Zinsbetrage lassen sich aus Tilgungsbetrag und Annuitdt berechnen:
Zj = AN —TB;

Die Summe aller Tilgungsbetrige ergibt selbstverstandlich die Restschuld:
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m m

> TBj=n-AN - Z; = RS,

j=1 =1
woraus sich der gesamte Zinsbetrag berechnen lasst:

; =1

Jj=1

Noch offen ist, wie die Hohe der konstanten Annuiét bestimmt werden kann. Sie kann berechnen werden,
wenn die Restschuld nach der Zahlung der letzten Annuitédt gleich Null gesetzt wird: RS, = 0 . Die
Schuld ist vollstandig getilgt:

(1+i)m—1

RSy - (1+1i)" = AN -

\m 1

Beispiel 1 (aus dem Unterabschnitt 4.1.1)

Eine Schuld von 100000 EUR soll durch gleiche Annuitaten in 5 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
féllig. Zu berechnen ist die konstante jahrliche Annuitéten:

AN = RS- (1 +i)™ - k

1+9m—-1
0,05
= 100000 - (1,05)° - ———2——— = 23097, 48
( ) ) (1, 05)5 _ 1 )
Grafisch ergibt sich fiir den Tilgungsprozess folgendes Bild:

RSy RS, RS, RS; RSy RS; =0

AN AN AN AN AN

3 1 1 1 1
0 1 2 3 4 T=5

Der konstante Annuitét fiir alle Zins(zahlungs)perioden betragt AN = 23097,48. Die GréBen RS, Z;
und T'B; Vj konnen daraus berechnet werden und sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS, TB Z; AN;

0 100000

1 81902,52 18097,48 5000 2309748
2 62900,17 19002,35 409512 23097,48
3 42047,70 1995247 314501 23097,48
4 21997,60 20950,10 2147,38 23097,48
5 0 21997,60 1099,8% 2309748

Insgesamt werden 15.487,39 EUR Zinsengezahlt. Die Zinsen fallen von anfangs 5000,00 EUR auf 1099,88
EUR. Die Tilgungsbetriage steigen von 18097,48 EUR auf 21997,60 EUR
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In diesem Beispiel betragen Zins- und Tilgungsperiode genau ein Jahr. Wie in der Tilgungsrechnung mit
konstantem Tilgungsbetrag lasst sich das Berechnungsschema auch auf unterjahrige Zins- und Tilgungsperioden
anwenden. Voraussetzung ist ein periodenspezifischer Zinssatz. Betrachten wir das zweite Beispiel aus
Unterabschnitt 4.1.1

Beispiel 2

Ein Konsumentenkredit von 2000 EUR wird monatlich verzinst. Die Annuitdten werden ebenfalls
monatlich fillig (am Ende jedes Monats). Insgesamt sind 5 Zahlungen vorgesehen. Der Monatszinssatz
betriagt 1%.

Die konstante Annuitédt fiir alle Zins(zahlungs)perioden betragt AN = 412, 08.

i
(1+0)m—1
0,01
(1,01)5 —1

AN = RSy - (1+i)™ -

=2000- (1,01)° - = 412,08

Die Groflen RS;, Z; und AN; Vj sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS; TB Z; AN;

0 2000

1 1607,92 392,08 20 412,08
2 1211,92 396,00 16,08 412,08
3 811,96 399,96 12,12 412,08
4 408,00 403,96 812 412,08
5 0 408,00 4,08 412,08

Insgesamt werden 64,28 EUR Zinsen gezahlt.

Eine haufige Fragestellung ist die Tilgungsdauer wenn eine gewiinschte Annuitit gegeben ist. Beispielsweise
soll die Annuitét fiir das obige Beispiel 300 EUR nicht iiberschreiten, weil die monatliche Belastung fiir
den Kunden zu grof ist.

Die Formel zur Berechnung der konstanten Annuitdt ist nach m umzustellen.

v
(1+i)m—1

i- RS
)

In(1+14)

AN = RSy - (1 +i)™ -

m =

Wird als Annuitéat 300 EUR festgelegt, erhédlt man;

0,01-2000
—In (1 - 300)
=6,93

In(1,01) -

m =
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Formal wéren 6,93 Monate Annuitdten zu zahlen. Praktisch werden 6 Monate Annuitdten n der Hohe
von 300,00 EUR gezahlt und im 7. Monat muss eine korrigierte Annuitat entrichtet werden. Um diese
zu bestimmen muss zunéchst die Restschuld nach 6 Monaten bestimmt werden. Tabellarisch ergibt sich
folgendes Bild:

j RS, TB Z; AN;

0 2000

1 1720,00 280,00 20,00 300

2 1437,20 282,80 17,20 300

3 1151,57 285,63 14,38 300

4 863,08 288,48 11,52 300

5 571,71 291,37 8,63 300

6 27743 29428 571 300
70 27743 2,77 280.03

Die Restschuld kann ebenfalls folgendermafien berechnet werden:

allgemein
. 14+4)7 —1
RS; =RSy-(1+4+1i) — AN - %
oder j =06

1,01)5 —1

RSg = 2000 - (1,01)% — 300 - ( ool =243

Die Restschuld nach 6 Monaten betragt 277,43 EUR. Diese Restschuld muss noch zum Monatszinssatz
vonl% verzinst werden:

TB; = RS¢ + Z7 = RSs - (1 + 1) = 277,43 - 1,01 = 280, 20

Am Ende des 7. Monats ist eine korrigierte Annuitat von 280,20 EUR zu zahlen. Zusammen mit den 6
Annuititen von 300,00 EUR ist damit Schuld von 2000,00 EUR getilgt.

4.2.2 Tilgungsperiode stimmen nicht mit der Zinsperiode iiberein

Es existieren viele Kombinationen, in denen Zinsperioden und Tilgungsperioden nicht iibereinstimmen.
Wir beschranken uns auf den Fall, dass die Annuitdten unterjahrig bezahlt werden. Das bedeutet,dass
sowohl Tilgungsbetrag und Zinsen unterjahrig berechnet werden miissen. Die Verzinsung erfolgt jahrlich,
d.h. die Zinsperiode betragt ein Jahr und unterscheidet sich damit von der Tilgungsperiode.

Wenn &hnlich wie im Unterabschnitt 4.1.2 bei einer Laufzeit T bis zu 3 (allgemein m) Jahren jedes
Jahr in 4 Perioden (allgemein n Perioden) unterteilt werden, in denen die vierteljahrige Annuitiat AN
fallig wird. Die Annuitdten werden nachschiissig gezahlt. Die Verzinsung erfolgt jéahrlich bei gegebenen
Jahreszinssatz von 4%. Die vierteljahrige Annuitat wird so berechnet, dass nach 12 Perioden (allgemein
m-n Perioden) die gesamte Schuld getilgt ist. Da die Annuitéten vierteljahrig gezahlt werden ist der Zins
Z; auch vierteljahrig zu berechnen (anteilig fiir die entsprechende Restschuld). Das betrifft ebenfalls die
Tilgungsbetriage T B;. Insgesamt sind bis zu 12 Annuitéten zu zahlen, bestehend aus Tilgungsbetrégen
und Zinsen.

Der Tilgungsprozess ist grafisch dargestellt:
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RSO RST RS, RS3 RS, RS5 RSG RS7 RSS RSg RSlo RS11 RSio
AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN AN
1 1 3 3 \J \J 1 1 1 1 1 3

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Wiirden die Annuitéiten nicht quartalsweise sonder jihrlich gezahlt werden, miissten die Annuitédten
verzinst am Ende der Laufzeit, der aufgezinsten Anfangsschuld entsprechen.Das bedeutet, dass gilt:

(1+i)" —1

RSy - (1 + Z)m = ANp/a .

Daraus ldsst sich die Hohe der ganzjdhrigen Annuitat AN/, berechnen:

RS- (1+0)™

ANp/a (1+i)l”m,1
24000 - (1,04)3
ANpja = —qoap—1
0,04

AN,/ = 8648, 36

Fiir die Restschuld und die jahrlichen Zinszahlungen gilt

RS = RSo- (1+ i)™ — AN, - 10" =1

Zyp = AN,jq — RS,

In der nachfolgenden Tabelle sind die Grofien RS;, Z; und A,/ Vj = 1,2, 3 angefiihrt:
j RS; TB Z; Ay
0 24000
1 16311,64 7688,36 960,00 8648,36
2 8315,75 799589 652,47 8648,36
3 0,02 8315,73 332,63 8648,36

Die ganzjéhrige Annuitédt AN/, ist nun in unterjihrige (vierteljahrige) Annuitéten AN1 umzurechnen.
Das Problem wurde schon in der Rentenrechnung behandelt. siehe Abschnitt 3.3. Das dort berechnete
Kapital K; nach dem ersten Jahr bei unterjahrigen Ratenzahlungen R inklusive Zinsen Z; betrug:

n—1 n-—-2 n—n
Ki=R-n+Zi=R-n+R-i-( + +..+ )
—1
=R-[n+i ]
angewandt auf unsere Problematik:
ANP/QZAN;-H—FZl
-1
:ANA'[n+i~nT]

woraus folgt:
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ANy /4

n [n+7}.%71]

_8.648,36
T [440,04- 3]

= 2130, 14

Die vierteljahrige Annuitéat betrégt 2130,14 EUR.

Nach m (3) Jahren und m - n (12) gezahlten Annuitéten ist die Schuld RSy von 24000 EUR vollstandig
getilgt. Mit den Annuitdten AN1 (A1) wird in m-n (3) Jahren folgendes Kapital K,, (K3) erwirtschaftet:

1
4

(m—l)-i} (1) —1

K, = AN, - [m+ 5

7

(4-1)-0,047 (1+0,04)% —1
K :AN,-[4 }
3 tR s 2 0,04
3.0,047 1,043 — 1
Ky =21 ,14~[4 i } i
3 = 2130 T 0,04

K3 = 26996, 75

Die aufgezinste Schuld bei jahrlicher Verzinsung betragt RSy, - (1 + i)™ oder im Speziellen:

RSy - (14i)™ = RSy - (1 +0,04)% = 26996, 74

Bis auf einen Rundungsfehler von 1 cent ist die aufgezinste Schuld gleich dem akkumulierten Kapital
durch die unterjahrig gezahlten Annuitdten.

4.3 Aufschlage bei der Tilgung einer Schuld

In diesem Abschnitt betrachten wir nur eine der Moglichkeiten, die Auszahlung eines Kreditbetrages zu
modifizieren. H&aufig findet bei Hypothekendarlehen die Reduktion des Auszahlungsbetrages durch ein
sogenanntes Disagio statt. Der Auszahlungsbetrag wird prozentual um % der vereinbarten Kreditsumme
reduziert. Die Motivation kann unterschiedlicher Natur sein. Unter Umstdnden kann das Disagio als
Werbungskosten im Rahmen der Steuererklarung gelten gemacht werden. Steuerliche Aspekte werden im
Rahmen der Finanzmathematik nicht behandelt, sollten jedoch fiir den Kreditnehmer bei der Bewertung
der Konditionen mit beriicksichtigt werden. Hier interessiert ein anderer Aspekt. Kredite mit Disagio
verfligen in der Regel iiber ein anderen Zinssatz, als Kredite ohne Disagio. Das erschwert den Vergleich
von Riickzahlungsbedingungen. Bevor Kredite mit und ohne Disagio verglichen werden, soll kurz das
Prozedere der Berechnung der Tilgung mit Disagio betrachtet werden:

Der vereinbarte Kreditbetrag wird wie bisher iiblich mit RSy (Restschuld am Beginn der Laufzeit)
bezeichnet. Der gesamte Kreditbetrag wird mit einem Zinssatz von % verzinst. Der vereinbarte
Kreditbetrag RSy (Restschuld am Beginn der Laufzeit) ist entsprechend der Vorgehensweise der vorangegangenen
Abschnitten zu tilgen. Neben dem Kreditbetrag ist der sogenannte Auszahlungsbetrag (der um das
Disagio reduzierte Kreditbetrag), der mit AZjy bezeichnet wird, zu berticksichtigen. Der Auszahlungsbetrag
ist flir den Tilgungsprozess unerheblich und muss dazu nicht berticksichtigt werden. Wir beschranken
uns auf den Fall der nachschiissigen Annuitétentilgung, wobei die Zinsperiode ein Jahr betrdgt. Die
Tilgung des vereinbarten Kreditbetrages RSy erfolge in jéhrlichen Annuitdten AN; , t=1,2,...,T. Der
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Auszahlungsbetrag AZy wird wie folgt berechnet:

AZQ = RS() . (1 - Oé) (48)
Die Frage wére nun, zu welchen Zinssatz ist der Auszahlungsbetrag AZ, verzinst, wenn laut Kreditvertrag
die gesamte Kreditsumme RSy zu einem Zinssatz i% ausgelichen wird. Dem Kreditnehmer interessiert,

unter welchen Umsténden erbringt die Tilgung des Auszahlungsbetrages AZ; das gleiche Resultat wie
die Tilgung der Restschuld RSjy.

Betrachten wir folgendes einfache Beispiel:

Kreditsumme (RSy) 100000

Disagio o 6%
Zinssatz i 5%
Laufzeit T 10 Jahre

Der Auszahlungsbetrag AZ, betréagt :

AZy=RSy- (1 —a)
AZy = 100000 - (1 — 0,06) = 94000

Die Annuitdten berechnen sich auf der Basis der vereinbarten Kreditsumme unter Verwendung des
vertraglich vereinbarten Zinssatzes i:

— . 'T.i
AN—RSO (1+Z) (1—|—i)T—1

0,05

=1 (1 o, __ =7
00000 - (1,05) (105101

= 12950, 46

Es werden 10 Annuitdten in der Hohe von 12950,46 EUR gezahlt, die einer zu tilgenden Schuld von
100000,00 EUR. entsprechen. Ausgezahlt werden jedoch nur 94000,00 EUR. Wiirde man die gleiche
Annuitét zur Tilgung der realen Schuld von 94000 EUR nutzen, entspréache das etwa einem Zinssatz von
0,0629463:

i
1+i)T —1

0, 0629463
(1,0629463)10 — 1

AN = AZy- (14497 -

= 94000 - (1,0629463)"° - = 12950, 46

Unabhéangig von der mdoglichen Steuerersparnis verwendet der Darlehnsgeber effektiv einen Sollzins von
6,29463%, deutlich mehr als die angegeben 5%. Das kann aber immer noch giinstiger sein, beispielsweise
als ein Kredit in Hohe von 100000 EUR zu 6,5% ohne Disagio.

Es gibt eine Reihe weiterer Moglichkeiten, den Zinssatz durch Anwendung von Auf- und Abschlédgen
von der Kreditsumme zu modifizieren. Einige solcher Modifikationen sind im Buch [Bos91] zu finden. Es
empfiehlt sich, immer den effektiven Zinssatz zu berechnen, der alle Modifikationen der Kreditbedingungen
berticksichtigt. Damit ist es moglich, verschiedene Kredite mit unterschiedlichen Kreditbedingungen zu
vergleichen.
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4.4 Anderung der Rickzahlungsbedingungen bei der Tilgung
einer Schuld

Langfristige Kreditvertrage werden in der Regel zunéchst fiir eine Teilperiode abgeschlossen und danach in
Abhéngigkeit von den Marktbedingungen neu verhandelt. Ein wesentliches Argument sind die Anderung
der Zinsen. Um neue Bedingungen fiir die Fortfiihrung des Kredites abzusprechen, muss man den Zeitwert
des Kredites zum Zeitpunkt der Vertragsianderungen kennen. Das bedeutet, eine Bestandsaufnahme
durchzufiithren, und anzugeben, welches Volumen wurde bereits getilgt, welche Schulden liegen noch vor
und welche zusétzlichen Schulden sind noch aufzunehmen. Wichtig ist es auch einen neuen Tilgungsplan
aufzustellen.

Im Abschnitt 3.2 wurde die Berechnung des Barwertes fiir Rentenzahlungen BW, bereits besprochen.
Der Endwert der noch ausstehenden Zahlungen (Kr_;) ist mit dem Abzinsfaktor qT—l,t auf den Zeitpunkt
t der Berechnung des Barwertes BW; abzuzinsen.

Der Barwert einer Rente zum Zeitpunkt t kann folgendermaflen interpretiert werden: Wiirde man den
Barwert im Moment t als Einmalzahlung unter den gleichen Bedingungen wie die Rente (gleicher Zinssatz)
investieren, wiirde die Einmalanlage den Endwert aller noch ausstehenden Ratenzahlung erwirtschaften.
D.h. Rentenbarwert BW; ist identisch mit dem mdoglichen Ablosebetrag fiir die Rente im Zeitpunkt t.

Auch fir Tilgungsprozesse konnen Barwerte bestimmt werden. Ein Tilgungsprozess kann als Folge
von Ratenzahlungen, in variabler oder konstanter Hohe verstanden werden, wobei die Ratenzahlungen
(Annuitdten) immer zwei Bestandteile haben: die Zinsen und die Tilgung. Aus den Tilgungsbetrigen
lasst sich die Restschuld zu jeden beliebigen Zeitpunkt bestimmen, aus den Zinszahlungen die aufgelaufen
und zukiinftigen Zinsen berechnen.

Auch hier stellt sich die Frage, mit welcher Einmalzahlung kann im Moment t ein unterbrochener
Tilgungsprozess ersetzt werden. Dabei geht es nicht nur um die verbleibende Restschuld, sondern
ebenfalls um die entgangenen Zinsen. Der Darlehnsgeber kann die Tilgung einer Schuld ebenfalls als
Kapitalbildungsprozess auffassen. Sein berechtigtes Interesse besteht darin, den gleichen Betrag zu
erwirtschaften, wie er es im Tilgungsprozess realisieren wiirde. Mit anderen Worten, mit welcher Geldsumme,
kann der unterbrochene Kreditvertrag abgelost werden.

Der Tilgungsprozess stellt sich als Folge von konstanten oder variablen Ratenzahlungen dar. Damit
kann er ebenfalls als Rente mit variablen oder konstanten Zahlungen aufgefasst werden. Der Effekt
der Ratenzahlungen am Ende der Laufzeit ist gleich der aufgezinsten Schuld, immer mit dem gleichen
Zinssatz i. Betrachten wir den Prozess der Annuitdtentilgung. Die Annuitdten AN konnen als konstante
Ratenzahlungen aufgefasst werden. Zins- und Tilgungsperioden sind ein Jahr, die Annuitdten werden
nachschiissig gezahlt. Am Ende der Laufzeit T ergibt sich folgendes Bild:

1+i)7 -1
KT:RSO-(IA—Z')T:AN-%
i
Zu jeden beliebigen Zeitpunkt t gilt:
Kt = RSO . (]. +Z)t
(14+4d)t -1

RS; = RSy - (1 +i)" — AN -

7
Zy = AN — RS,

Der Barwert des Tilgungsprozesses zum Zeitpunkt t berechnet sich aus den ausstehenden Annuitétenzahlungen
AN; (j = t+1,t+2,...,T und dem Abzinsfaktor qT—l,t:
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(4.9)

mit

qTft (1 + ,L')Tft

Beispiel (aus dem Unterabschnitt 4.1.1)

Eine Schuld von 100000 EUR soll durch gleiche Annuitéten in 5 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
fallig. Die konstante jéhrliche Annuitéten betrigt 23907,48 EUR:

AN = RSy - (1 +1)™ - k

(I+i)m—1
0,05
= 100000 - (1,05)° - m = 23097, 48

Es wird dabei der Endwert Kp = 127628,16 EUR erwirtschaftet. Der daraus abgeleitete Barwert zum
Zeitpunkt ¢ = 0 betragt 100000 EUR.

Kr = RSy - (1+4)" =100000 - 1,05° = 127628, 16
Ky 127628,16

BW, = = = 100000
O A+ T 1,05°
Grafisch ergibt sich fiir die Zahlungsfliisse folgendes Bild:
RSy RS, RS, RS; RSy RS; =0
AN AN AN AN AN
3 1 1 1 1
0 1 2 3 4 T=5

Es ist die Restschuld im Zeitpunkt ¢ = 3 (nach erfolgter Zahlung der Annuitét zum Zinszahlungs- und
Tilgungstermin ¢ = 3) zu berechnen:

14+i)—1
RS;;:RSO-(1+Z')3—AN-%
1,05)° — 1
RS5 = 100000 - (1,05)% — 23097, 48 - %

RSs = 115762, 50 — 72814, 81 = 42947, 69

Die Restschuld zum Zeitpunkt ¢ = 3 betragt 42947,69 EUR.

Der akkumulierte Betrag der noch ausstehenden Zahlungen (2 Mal die Annuitdt AN = 23097, 48) belduft
sich auf:
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Ksio = RSs- (1 +1i)% = 42947,69 - 1,05% = 47349, 83

(1+4)7 (1,05)%2 — 1

-1
= AN . —— =23097,48 - = 47349, 83
1 ’ 0,05 ’

Der daraus abgleitete Barwert ist, wie nicht anders zu erwarten, gleich der Restschuld RSj5:

1 (14453 -1 1
PR 145 —3) i (1+4)5-3
(1,052 —1 1
BW; = 47349,83 - ——— = 23097, 48 - . = 42947, 69
8 77 (1,05)2 ’ 0,05 (1,05)2 ’

Die Restschuld und der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 3 betragen 42947,69 EUR. Den Barwert kann man
folgendermaflen interpretieren. Soll der Vertrag durch Auszahlung der Restschuld und der entgangenen
Zinsen im Zeitpunkt ¢ = 3 abgelost werden, sind 42947,69 zu entrichten.

Wir betrachten nun zwei Varianten der Vertragsmodifizierung;:
(a) Anderung des Zinssatzes

Der Tilgungsprozess dauert in unserem Beispiel insgesamt 5 Jahre, der Zinssatz ist dabei wéahrend der
gesamten Laufzeit festgeschrieben. Das bedeutet aber nicht dass die Marktbedingungen unveradndert
geblieben sind. Es wird nun angenommen, dass nach 3 Jahren eine Anpassung an die Marktbedingungen
vorgenommen werden soll (der neue Zinssatz betrégt nun ipe, = 5,5% an Stelle von i = 5,0%). Es ergeben
sich zwei Moglichkeiten unter neuen Marktbedingungen: entweder den Vertrag mit einem modifizierten
Zinssatz fortzusetzen, oder ihn aufzulésen und das Geld auf eine andere Art und Weise zu erwirtschaften.
Selbstverstandlich wird der Darlehnsgeber abwigen, welche Anlageform fiir ihn die giinstigste ist. Steigen
die Marktzinsen, wére es fiir ihn giinstiger, das Kapital nicht weiter in Form eines Tilgungsprozesses zu
bilden, sondern zu den besseren Zinsbedingungen anzulegen.

Ausgangspunkt bildet die Restschuld RS3 nach drei Jahren. Zur Tilgung der Restschuld sind nun die
neuen Annuitdten zu berechnen:

_ . . (5_3) . 7;’rLeu
ANneu - RS3 (1 + Zneu) (1 T ineu)(5_3) 1
0,055
— 2 ) —
= 42947, 69 - (1,055)2 - a1 23261, 25

Es ergibt sich folgender Endwert:

K39 = RS3 - (1 +ineq)? = 42947,69 - 1,055% = 47801, 85

1+ ipeq) ™ — 1 1,055)% — 1
(1+ inew) _ 93261, 25. (090" 1

= ANneu . ;
lneu 0,055

= 47801, 86

Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 3, der sich durch Multiplikation mit dem Abzinsfaktor m =
ﬁ = 0, 8985 ergibt, ist selbstverstandlich gleich der Restschuld RS3 = 42947,69. Die Endwerte nach
alten und neuen Bedingungen unterscheiden sich, sind aber diskontiert zum Zeitpunkt ¢ = 3 gleich.

Eine Alternative zur Fortsetzung des Vertrages besteht darin, sich Restschuld mit einer Einmalzahlung zu
begleichen. Der Darlehnsgeber kénnte dann diesen Betrag zu Marktbedingungen anlegen (d.h. mit einem
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Zinssatz von ine, = 5,5%). Dabei werden - wie im modifizierten Vertrag - 47801,85 EUR erwirtschaftet.
(b) Vertragsverlingerung

Eine andere Moglichkeit, den Vertrag vor Ablauf der Laufzeit zu verdndern, ist eine Vertragsverldngerung,
um die jahrliche Belastung der Kredittilgung zu reduzieren. Md6chte man beispielsweise zum Zeitpunkt
t = 3 die Vertragsbedingungen im gegenseitigen Einvernehmen so &ndern, dass der Vertrag iiber die
urspriingliche Laufzeit verlangert wird, bildet die Restschuld die Grundlage der Neuberechnung der
Annuitdten. Angenommen der Tilgungszeitraum soll um 1 Jahr verlangert werden und die Zinsen werden
auf dem gleichen Niveau von 5% festgelegt. Dann ergibt sich folgende Annuitét, die dreimal jahrlich zu
zahlen ist:

ANpew = RS3 - (1 +14)% - —new

(1443 -1
0,05
= 42947,69 - (1,05) - m = 15770, 76

Die neue Annuitét betrdagt nun 15770,76 EUR.

Die neue Annuitét von 15770,76 EUR erwirtschaftet in den folgenden 3 Jahren den Betrag von 49717,32
EUR.

1+44)83 -1
K3+3 = ANneu . ( +Z)
(3

(1,05)3 — 1

— 49717, 32
0.05 9717,3

Ksy3 = 15770,76 -
oder

Ksi3=RS3-(1+1i)*

Ks g = 42947,69 - (1,05)% = 49717, 32

Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 3, der sich durch Multiplikation mit dem Abzinsfaktor ~—y = iy =

(I+)% ~ 1,058
0, 8638 ergibt, ist selbstverstandlich gleich der Restschuld R.S3 = 42947, 69.
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Kapitel 5

Anhang

5.1 Dynamische Renten

5.1.1 arithmetisch steigende Renten

Die Bildungsgesetze einer arithmetisch steigenden Rate lasst sich wie folgt beschreiben:

R =R
Ry =R+ A
Ri=R+(t—-1)-A

Dabei bezeichnet A den konstanten Zuwachs in jeder Periode.

Betrachte wir den Fall einer nachschiissigen Rente. Jede Teilrente (Ratenzahlung) wird nun an Hand der
Restlaufzeit verzinst :

B1 — R_qT—l
By=(R+A)-q"?

Bi=(R+(t—1)-A)-¢"*

Br=(R+(T-1)-A)
Die Teilrenten B; sind zu addieren:

Kr=) Bi=> (R+(t—1)-A)-¢""

t=1
=R-¢" "+ (R+A)-¢" ?+ ..+ (R+(T—1))¢"
=R ("¢ O A2 T (T 1) %)
=51+ 5%

Die Teilsummen S7 und S; werden getrennt behandelt:
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So=A>g" 2 +2-¢" P+ +(T-1)-¢"
Syq=A" 42" P+ .+ (T-1)-¢")
Sg'quQ:A(qT71+qT72+...+q1+q0)7T~A

A-(¢" —1)
qg—1
A-(qT—l)_T-A

Sg-q—SQZSQ-(q—l): -T-A

%= (¢—1)* q-1
T
-1
g, —p. =1
qg—1
Die beiden Teilsummen werden zusammengefasst:
A(¢"-1) T-A (¢" - 1)
Kp =8+ 5 = — R
T 2+ 02 G172 q—1+ =1
(¢" —1) A T -A
Kr = . < — + R)
(¢—=1) ‘\¢-1 4¢"-1
Fiir vorschiissige Renten erhalt man:
(¢" —1) A T A
Kr=q- (= - R)
TR \gm1 g1

5.1.2 geometrisch steigende Renten

Die Raten werden nachschiissig gezahlt:

Ri=R
Ry =R-(1+p0)

Ri=R-(1+p3)"!

Rr=R-(1+B)"!

Jede Teilrente (Ratenzahlung) wird nun an Hand der Restlaufzeit verzinst :

Br=-(1+p)""
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Die Teilrenten B; sind zu addieren.

T T
Kpr=) Bi=Y (R-(1+8)"")-¢""
t=1 t=1
Kr=R-¢" '+R-(1+8)-¢" *+..+(R-1+B)" ) -¢""+..+R-(1+ 5!
o P 1+ 8 1+ 8.4 1+ 8.5
Kr=R-q'! (1+(T )1+...+(—q )T t+...+(T)T 1)
(M)T_

KT:R'QT_l'fiﬁi_l wenn B # q

q
Kr=R-¢" ' n-T wenn B=q
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