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1 Einfiihrung und Problemstellung

Das Transportproblem ist ein klassisches Optimierungsproblem der linearen Pro-
grammierung. Es modelliert den kostengiinstigsten Transport eines homogenen Gutes
von m Anbietern zu n Nachfragern.

e Verteilung von Giitern aus Lagerhdusern an Einzelhandelsgeschifte
e Mineraloltransport von Raffinerien zu Tankstellen
e Personalzuweisung von Standorten zu Projekten

e Rohstofftransport von Minen zu Fabriken

Definition: Transportproblem

Gegeben sind:
e m Anbieter A;,..., A, mit Angebotsmengen ay,...,a,, >0
e n Nachfrager Ny, ..., N, mit Nachfragemengen by,...,b, > 0
e Transportkosten c;; > 0 pro Einheit von A; nach N;

Gesucht sind Transportmengen x;; > 0, die folgendes LP minimieren:

m n
min E E Cij T4

i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen:

Z zrij=a; Vi=1,...,m (Angebotsbedingung)
j=1

Z ri;=b; Vj=1,...,n (Nachfragebedingung)
i=1

Definition: Ausgeglichenes Transportproblem

Das Transportproblem heifit ausgeglichen (balanciert), wenn:
=3
i=1 j=1

Ist es nicht ausgeglichen, fiigt man einen fiktiven Anbieter (falls > b, > > a;)
oder fiktiven Nachfrager (falls Y a; > " b;) mit Kosten 0 hinzu.




Satz 1: Losbarkeit und Optimalitit

1. Jedes ausgeglichene Transportproblem besitzt eine Optimallésung.

2. Die Anzahl der Basisvariablen (Belegungen > 0) in einer nicht-entarteten
Basislosung betragt genau m +n — 1.

3. Das Transportproblem ist total unimodular: Bei ganzzahligen a;, b; ist die
Optimallosung ebenfalls ganzzahlig.

2 Losungsverfahren: Ubersicht

Die Losung erfolgt in zwei Phasen:

1. Startlésung (zuliissige Basislosung): Eine von drei Methoden liefert eine erste
zuldssige Losung.

2. Optimierung (MODI-Methode): Tterative Verbesserung bis zur Optimalitét.

3 Startlosung: Nordwestecken-Methode

Algorithmus: Nordwestecken-Methode

1. Beginne in der nordwestlichen Ecke des Tableaus: Zelle (1,1).
2. Weise zu: z;; = min(a;, b;).
3. Reduziere a; und b; um x;;.

4. Falls a; = 0: gehe eine Zeile nach unten. Falls b; = 0: gehe eine Spalte
nach rechts. Falls a; = b; = 0 (Entartung): gehe diagonal.

5. Wiederhole bis alle Mengen aufgeteilt sind.

Bewertung: Einfach und schnell, ignoriert aber die Transportkosten vollstandig
— liefert oft weit vom Optimum entfernte Losungen.

4 Startlosung: Minimale-Kosten-Methode

Algorithmus: Minimale-Kosten-Methode

1. Wihle die Zelle (:*, 7*) mit den niedrigsten Transportkosten c;«;-.
2. Weise zu: ;« = min(a;, bjs).
3. Streiche die erschopfte Zeile oder Spalte.

4. Wiederhole mit der néchst-giinstigsten verfiigbaren Zelle.

Bewertung: Besser als Nordwestecken, da Kosten beriicksichtigt werden. Kann




[ aber in Spezialfillen suboptimale Startlosungen liefern. ]

5 Startlésung: Vogel-Approximation (VAM)

Algorithmus: Vogel-Approximation

1. Berechne fiir jede Zeile und Spalte die Strafkosten = Differenz zwischen
dem kleinsten und zweitkleinsten Kostenwert.

2. Wihle die Zeile/Spalte mit der héchsten Strafkosten.

3. Weise in der gewihlten Zeile/Spalte der Zelle mit den niedrigsten Kosten
Zu: x;; = min(a;, b;).

4. Streiche erschopfte Zeile/Spalte und berechne Strafkosten neu.

5. Wiederhole bis alle Mengen verteilt sind.

Bewertung: Liefert unter den drei Startmethoden die beste Losung — oft bereits
nahe am Optimum oder sogar optimal.

Intuition der Strafkosten: Die Strafkosten messen den Verlust, der entsteht,
wenn man die giinstigste Zelle einer Zeile/Spalte nicht wahlt. Eine hohe Strafe
signalisiert: Hier sollte man unbedingt die giinstigste Option wihlen, sonst wird
es teuer.

6 Optimierung: MODI-Methode (Steppingstone)

Algorithmus: MODI-Methode (Modified Distribution Method)

Grundprinzip: Berechne fiir alle Nicht-Basiszellen die reduzierten Kosten.
Falls alle > 0, ist die Losung optimal. Sonst verbessere durch einen Schleifen-
tausch.

Schritte pro Iteration:

1. Potentiale berechnen: Setze u; = 0. Fiir alle Basiszellen gilt ¢;; =
u; + v;. Lose das Gleichungssystem fiir u; und v;.

2. Reduzierte Kosten: Fiir alle Nicht-Basiszellen: d;; = ¢;; — u; — v;.

3. Optimalitétspriifung: Gilt §;; > 0 fiir alle Nicht-Basiszellen? = Opti-
mal, STOPP.

4. Eintretende Variable: Wahle Zelle (:*, 7*) mit d;+;» = min,; d;; < 0.

5. Schleife finden: Finde eine geschlossene Schleife durch (i*,5*) und Ba-
siszellen (abwechselnd Zeilen- und Spaltenbewegungen).




6. Verschiebungsmenge: ¢ = min aller Belegungen an den (—1)-Positionen
der Schleife.

7. Aktualisierung: (+1)-Zellen +6, (—1)-Zellen —60. Die (—1)-Zelle mit
Belegung 6 verlasst die Basis.

Satz 2: Korrektheit der MODI-Methode

1. Die reduzierten Kosten d;; geben an, um wieviel sich die Gesamtkosten pro
Einheit dndern, wenn z;; in die Basis aufgenommen wird.

2. Ein §;; < 0 zeigt eine Verbesserungsmoglichkeit: Die Kosten sinken um
|0i5] - 0

3. Bei jeder Iteration gilt: AK = §;j+ - 0 < 0 (strenger Abstieg).

4. Die MODI-Methode terminiert nach endlich vielen Schritten mit der Op-
timall6sung.

7 Vollstandiges Beispiel

7.1 Problemstellung

Ny Ny N3 Ny | Angebot

Ay 2 3 1 5 120
A 7 3 4 6 80
As > 4 7 3 100

Nachfrage | 90 70 80 60 300

Das Problem ist ausgeglichen: 120 + 80 4 100 = 300 = 90 + 70 + 80 + 60.

7.2 Methode 1: Nordwestecken-Startlosung
Zuweisung Schritt fiir Schritt:

1. (1,1): min(120,90) = 90 = z1; = 90. a; = 30, by = 0 (Spalte 1 erschipft).
2. (1,2): min(30,70) = 30 = x12 = 30. a; =0, by = 40 (Zeile 1 erschopft).

3. (2,2): min(80,40) = 40 = w9y = 40. ay = 40, by = 0.

4. (2,3): min(40,80) = 40 = x93 = 40. ay = 0, by = 40.

5. (3,3): min(100,40) = 40 = 43 = 40. a3 = 60, by = 0.



6. (3,4): min(60,60) = 60 = w34 = 60. Fertig.

Nordwestecken-Tableau:

Ny Ny Nj N, | Angebot
Ay 90 (29 30 (3) (1) (5) 120
Ay (7) 40 3y 40 (6) 80
As (5) (4) 40 (7) 60 (3) 100
Nachfrage | 90 70 80 60

Gesamtkosten (NW): 90-2+30-3+40-34+40-4+40-7+60-3 = 180+ 90 +
120 + 160 + 280 + 180 = 1010

7.3

Methode 2: Minimale-Kosten-Startlosung

Sortierung der Zellen nach Kosten: (1,3) =1, (1,1) =2, (1,2) =3, (2,2) =3, ...

1. ¢13 = 1: 213 = min(120,80) = 80. a; = 40, b3 = 0.

2. ¢11 = 2 (néchst-giinstig): z1; = min(40,90) = 40. a; = 0, by = 50.

3. Co2 — 3: Loy — m1n(80, 70) = 70. A9 = 10, bg =0.

4. ¢34 = 3: w34 = min(100,60) = 60. ag = 40, by = 0.

5. co1 = 77 Nein — néchste verfiighar: ¢33 = 5 (da by = 50 noch offen): x3; =
min(40, 50) = 40. az = 0, b; = 10.

6. co1 = 7: w91 = min(10,10) = 10. Fertig.

Gesamtkosten (MC): 40-2+80-14+10-7+70-34+40-5+60-3 =80+ 80 +
70 + 210 + 200 + 180 = 820

7.4

Strafkosten-Berechnung (Iteration 1):

Methode 3: Vogel-Approximation

Ny N, N3 Ny Angebot | Strafe
Ay 120 —1=
As 7 80 —
As 4 3 100 -3=1
Nachfrage 90 70 80 60
Strafe 5b—2=3 3-3=0 4—-1=3 5—-3=2




Hochste Strafe: Spalte Ny und N3 (Strafe = 3). Wihle Nj: giinstigste Zelle ist
(1,3) mit ¢ = 1.

x13 = min(120,80) = 80. Spalte N3 erschopft.

Iteration 2: Ohne Spalte Nj:

N, Ny Ny Angebot Strafe
Ay 2 3 5 40 3—-2=1
Ag 7 3 6 80 6-3=3
Az 5 4 3 100 4-3=1
Nachfrage 90 70 60
Strafe 5—2=3 3-3=0 5—-3=2

Hochste Strafe: A, und Ny (Strafe = 3). Wihle A,: giinstigste Zelle (2,2) mit
c=3.

T9o = min(80,70) = 70. as = 10, Spalte Ny erschopft.

Iterationen 3—-5: (analog, hier zusammengefasst)

e r1; = min(40,90) = 40. Zeile A; erschopft.

e 13, = min(100,60) = 60. Spalte N4 erschopft.
e 13 = min(40,50) = 40. Zeile A3 erschopft.

e 19 = 10. Fertig.

VAM-Tableau:

Ny Ny N3 Ny | Angebot

Ay 40 (2) (3) 80 (1) (5) 120
As 10 (n 70 (3) 4) (6) 80
As 40 (5) (4) (7 60 (3) 100

Nachfrage | 90 70 80 60

Gesamtkosten (VAM): 40-2+80-1+10-7+70-3+40-5+60-3 = 820
Hier liefert VAM zufillig dieselbe Losung wie die Minimale-Kosten-Methode.

7.5 MODI-Optimierung der Nordwestecken-Losung

Wir optimieren die Nordwestecken-Startlosung (Kosten: 1010).
Basis: 11 = 90,3312 = 30,33’22 = 40,1’23 = 40,1’33 = 40,!1334 = 60 (m +n—1=
3+4 — 1 = 6 Basisvariablen v)



7.5.1 MODI-Iteration 1
Schritt 1 — Potentiale: Setze u; = 0.

T:cn=u+v1=>2=0+v; = v, =2
Tip:Cla=U +V=>3=0+vy=1vy=3
Loy iCp =Uy+ Vs =3 =Uy+3=>u =0
Toz:C3=1UsF+ V3 =>4=0+v3=>0v3=4
T3z :C33=Us+v3=>7=us+4=u3=3
T3g:Cy=Us+ Vs =>3=3+vs=>vs=0

Schritt 2 — Reduzierte Kosten 6;; = ¢;; — u; — v;:

N1 (1}:2) N2 (UZB) N3 (’U:4) N4 ('U:O)
Ay (u=0) Basis Basis 1-0-4=-3 5-0—-0=5
Ay (u=0)|7-0-2=5 Basis Basis 6—-0—-0=6
A3 (u=3)|5-3—-2=0 4-3-3=-2 Basis Basis

Negativste reduzierte Kosten: ;3 = —3 = Zelle (1, 3) tritt ein.
Schritt 3 — Schleife fiir (1,3):

(1,3) = (1,2) = (2,2) — (2,3) — (1,3)
~ ~
(—)-Positionen: x5 = 30, x93 = 40. # = min(30,40) = 30.
Kostenreduktion: AK = §;5-60 = (—3) - 30 = —90.
Aktualisierung: 13 = 0+ 30 = 30, 212 = 30 — 30 = 0 (verlisst Basis), x99 =
40 + 30 = 70, x93 = 40 — 30 = 10.
Neue Kosten: 1010 + (—90) = 920
Tableau nach Iteration 1:

+

Ny Ny N3 Ny | Angebot

A 90 (2) (3) 30 (1) (5) 120
As () 70 3y 10 (9 (6) 80
As (5) (4) 40 (7 60 (3 100

Nachfrage | 90 70 80 60

7.5.2 MODI-Iteration 2

Schritt 1 — Potentiale: u;1 =0, vy =2, v3 =1, us =3, v =0, ug =6, v4 = —3.
Schritt 2 — Reduzierte Kosten:

N1 (7122) N2 (UZO) N3 (U:]_) N4 (U:—?))
Ay (u=0) Basis 3—0-0=3 Basis 5—0—(-3)=38
Ay (u=3)| 7T-3—-2=2 Basis Basis 6—-3—(-3)=6
A3 (u=6) | 5-6—-2=-3 4—-6—-0=—-2 Basis Basis




Negativste: 931 = —3 = Zelle (3, 1) tritt ein.
Schritt 3 — Schleife:

(3,1) = (3,3) = (1,3) — (1,1) = (3,1)

~—— ~—— ~—— ~——

+ - + -

(—)-Positionen: 33 = 40, x1; = 90. # = min(40,90) = 40.
AK = (—3) - 40 = —120.
Aktualisierung: x3; = 40, x33 = 0 (verlédsst), x13 = 70, x1; = 50.
Neue Kosten: 920 — 120 = 800

7.5.3 MODI-Iteration 3: Optimalititspriifung

Potentiale: u; =0, v;1 =2, v3 =1, us =3, v =0, ug = —1, vy = 4.
Reduzierte Kosten:

N1 (U:2) NQ(U:O> N3 (’Uzl) N4(U:4)
A (u=0) Basis 3—-0-0=3 Basis 5b—0—-4=1
Ay(u=3) |7T-3-2=2 Basis Basis 6—-3—-4=-177
As (u=-1) Basis 4—(-1)—-0=5 7T—(-1)—-1=7 Basis

Neuberechnung: us = c31—v; = 5—2 = 3... Korrektur der Potentiale nach Iteration

Basis: ZL’11:50, $13:707 1‘22:70, T3 = 10, $31:40, $34:60.
u1:O, 1)1:2, 1)3:1, UQ:?), UQIO, U3:C31—’01:5—2:3, U4:C34—U3:3—3:0

Reduzierte Kosten (korrekt):

N1 (U:2) NQ(U:()) Ng(U:].) N4(U:0)
Ay (u=0) Basis 3—0—-0=3 Basis 5—0—-0=5
Ay(u=3) | 7T—3—-2=2 Basis Basis 6—-3—-0=3
As (u=3) Basis 4-3-0=1 7-3-1=3 Basis
Alle 6;; > 0 = Optimallsung erreicht!

7.6 Optimale Losung

Ny Ny N3 Ny | Angebot

Ay 50 (2) (3) 70 (1) (5) 120
A, (7) 70 3y 10 (6) 80
As 40 (5) (4) (7 60 (3) 100

Nachfrage | 90 70 80 60

K*=50-2+70-1+70-3+10-4+40-5+60-3 = 100+ 7042104404200+ 180 = | 800



7.7 Transportnetzwerk

50, e
N -~ 1
Ay / 80 . \
\60, c=3
\
7.8 Methodenvergleich
Methode Startkosten Abstand vom Optimum
Nordwestecken 1010 +26,3%
Minimale Kosten 820 +2,5%
Vogel-Approximation 820 +2,5%
Optimum (MODI) 800 0%

8 Toolbeschreibung

Transport-Tool: Alle vier Methoden

Das Tool 16st Transportprobleme mit bis zu 8 x 8 Zellen interaktiv und zeigt alle
Schritte.

8.1 Eingabe
e Grofie: Anzahl Anbieter (2-8) und Nachfrager (2-8) einstellen.

e Kostenmatrix: Transportkosten ¢;; direkt in das Tableau eingeben.

Angebot/Nachfrage: Letzte Spalte (Angebot a;) und letzte Zeile (Nachfrage
b;).

Beispiele: Zwei vorgeladene Beispiele und Zufallsgenerator verfiighar.

Ausgleich: Unbalancierte Probleme werden automatisch durch fiktive Zeile /Spalte
(Kosten 0) ausgeglichen.

10



8.2 Methoden und Ausgabe

e Startlosung berechnen: Liefert die Startlésung der gewahlten Methode mit
vollstdndigem Zuweisungsprotokoll (jeder Schritt einzeln mit Begriindung).

e Optimallésung (MODI): Fiihrt alle MODI-Tterationen durch. Jede Iteration
zeigt:
— Schritt 1: Potentiale w;, v; (mit Berechnung)

— Schritt 2: Reduzierte Kosten ¢;; fiir alle Nicht-Basiszellen

— Schritt 3: Schleife mit [4]/[—]-Markierungen, 6-Wert, Vorher/Nachher der
Zellen

e Tableau-Farbcodierung:

Griin (Basiszellen): aktuelle Zuweisung

— Orange (eintretende Zelle): wird in Basis aufgenommen
— Rot (verlassende Zelle): verlisst die Basis

— Kleine Zahl oben rechts: Transportkosten c;;

— 0-Werte: in Nicht-Basiszellen eingeblendet

e Transportnetzwerk: SVG-Visualisierung mit Linienbreite proportional zur Trans-
portmenge. Anbieter blau links, Nachfrager griin rechts.

9 Zusammenfassung

Kernpunkte: Transportproblem

1. Das Transportproblem sucht die kostengiinstigste Verteilung eines
Gutes von m Anbietern zu n Nachfragern.

2. Eine ausgeglichene Basislosung hat genau m + n — 1 Basisvariablen.

3. Die Nordwestecken-Methode ignoriert Kosten — einfach, aber oft weit
vom Optimum.

4. Die Minimale-Kosten-Methode wihlt stets die giinstigste Zelle —
bessere Startlosung.

5. Die Vogel-Approximation verwendet Strafkosten — beste Startlosung der
drei Methoden.

6. Die MODI-Methode optimiert iterativ iiber reduzierte Kosten und
Schleifentausch.

7. Optimalitétskriterium: Alle reduzierten Kosten d;; > 0.

8. Jede MODI-Iteration reduziert die Kosten um - 0.

5@'*]'*

9. Bei ganzzahligen Angebots- und Nachfragemengen ist die Optimallosung
ebenfalls ganzzahlig (totale Unimodularitét).
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