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Kapitel 1

Bewertung von Finanzstromen auf
der Basis risikofreier Zinssatze

Bisher wurden Finanzstrome eines Finanzproduktes, z.B. einer nachschiissigen Rente, mit Hilfe des
Zinssatzes bewertet, der zu diesem Finanzprodukt gehort, es ihm immanent ist. Wird in der nachschiissigen
Rente die Raten mit einem Zinssatz von % verzinst, dient ebenso dieser Zinssatz der Bewertung des
Finanzproduktes. Bewertung heif3t, wir bestimmen den Wert oder Preis des Finanzproduktes. Nun
wurden die bisherigen Finanzprodukte nicht gehandelt und damit verkauft bzw. gekauft. Der Barwert
einer nachschiissigen Rente zum Zeitpunkt ¢ gibt an, durch welche einmalige Zahlung die verbleibende
Rente substituiert werden kann. Der einmalige Betrag erwirtschaftet als Kapitalbildungsprozess den
gleichen Betrag wie die verbleibende Rente. Rente und Einmalbetrag werden mit dem gleichen Zinssatz ¢
verzinst. Die Bestimmung des Barwertes BW,; zum Zeitpunkt ¢ erfolgt mit Hilfe von Abzinsfaktoren qT—l,t
und wird Diskontierung genannt. Ausgangspunkt fiir die Diskontierung einer nachschiissigen Rente ist
der Endwert der ausstehenden Zahlungen der Rente K1_; am Ende der Laufzeit T:

1
T+

BW,=KT—1t- qu_t =Kp_;-
Den Zinssatz i , der fir die Konstruktion des Finanzproduktes genutzt wird werden wir in Zukunft
Nominalzinsatz nennen im Unterschied zum Marktzinssatz,(auch realer Zinssatz genannt. Der
reale Zinssatz spiegelt zu einem fixierten Zeitpunkt die marktiiblichen Zinskonditionen wider. Um die
Zinssitze unterscheiden zu koénnen, bezeichnen wir den Nominalzins mit 4,,, und den Realzins mit
ireal- An den realen Zinssatz sind eine Reihe von Anforderungen zu stellen, damit eine marktkonforme
Bewertung von Finanzprodukten vorgenommen werden kann:

1. Der Zinssatz muss risikofrei sein, d.h. er darf keine Aufschldge enthalten, die fiir erh6htes Riickzahlungsrisiko
erhoben werden.

2. Der Zinssatz bezieht sich auf einen konkreten Zeitpunkt. Zu einem anderen Zeitpunkt wird der
Zinssatz in der Regel ein anderer sein

3. Der Zinssatz soll wahrungsspezifisch sein. FEin Finanzprodukt aus dem Euroraum muss anders
bewertet werden als ein Produkt aus dem Dollarraum

4. Der Zinssatz sollte - wenn notig- die Spezifik des Finanzproduktes beriicksichtigen (z.B. Geldmarktzinsen,
wenn es sich um ein entsprechendes Finanzprodukt handelt)

5. Der Zinssatz sollte laufzeitabhéngig sein, d.h. der Zinssatz muss die Dauer einer in der Zukunft
liegenden Zahlung (eines zukiinftigen Finanzstromes) beriicksichtigen. Erfolgt z.B. die zukiinftige
Zahlung in 3 Jahren, sollte auch ein Marktzins gewahlt werden,der dieser Dauer entspricht (der
3-Jahreszinssatz)



Zur Bertung von Finanzstromen bzw. von Finanzprodukten werden sogenannte Zinskurven bzw. Zinsstrukturkurven
angewandt, die Gegenstand des nachsten Abschnittes sind.

1.1

Zinskurven

Unter einer Zinskurve bzw. einer Zinsstrukturkurve versteht man die grafische Darstellung von
laufzeitabhéingigen Zinssétzen in der zeitlichen Abfolge. Die laufzeitabhéngigen Zinssétze beziehen sich
dabei auf spezifische Finanzprodukte oder Gruppen von Finanzprodukten. Dariiber hinaus ist der
Wihrungsraum zu beriicksichtigen. Auf spezifische Zinskurven soll hier nicht eingegangen werden.
Unabhangig davon, um welche konkrete Zinsstrukturkurve es sich handelt, konnen einige besondere Typen
in Abhéngigkeit von der Verlauf der Zinsentwicklung in Abhéangigkeit der Laufzeit angegeben werden.
Inder Literatur werden folgende Typen unterschieden. Hierbei handelt es sich um Idealtypen, die in der
Realitat durchaus modifiziert auftreten kénnen:

normale Zinsstrukturkurve. Mit wachsende Laufzeit steigen auch die Zinsen:

1y, < iy, Wenn t; <ty

flache Zinskurve. Die Zinsen bleiben konstant fiir alle Laufzeiten:

i; = const Vt

inverse Zinsstrukturkurve. Mit wachsende Laufzeit sinken die Zinsen:

itl < Z‘tz wenn t1 > to

unregelméfige Zinsstrukturkurve. UnregelmafBiger Verlauf der Zinsen in Abhéngigkeit von der
Laufzeit. Eine Moglichkeit ist die ”bucklige Zinskurve”, zunéchst steigende Zinsen, danach fallende
Zinsen.

In der nachfolgenden Grafik sind die Typen exemplarisch abgebildet:

Zinsstrukturkurve

1 2 3 4 5i 6 7 8 9 10

e pnormal flach invers unregelmaRig

Zur Bewertung der in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Finanzprodukte wird die sogenannte Nullkupon-
Zinskurve bzw. Zerobonds-Zinskurve verwendet. Ausfiihrlich dazu in Abschnitt 1.2.

1.2 Nullkupon-Zinskurve

Zur Bewertung von Finanzprodukten und-strémen werden Abzinsfaktoren, die auf risikofreien Marktzinsen
beruhen, benétigt. Ublicherweise verwendet man dazu die sogenannte Nullkupon-Zinskurven, die aus
Zinssatzen von Nullkuponanleihen abgeleitet werden. Diese Nullkuponzinsséitze entsprechen den oben



beschriebenen Anforderungen an einen marktkonformen Zinssatz zur Bestimmung des Zeitwertes. Ein
Nullkuponzinssatz ist ein Zinssatz, der der Konstruktion einer Nullkuponanleihe (Zerobonds) entspricht.
Nullkuponzinssidtze kommen immer dann zur Anwendung, wenn die Laufzeit eines Finanzproduktes ldnger
als ein Jahr ist. Bei kiirzeren Laufzeiten werden andere Zinsstruktur kurven verwendet.

1.2.1 Nullkuponanleihen

Eine Nullkuponanleihe ist ein festverzinsliches Wertpapier, dass nach Ende der Laufzeit den Nominalwert
der Anleihe sowie die aufgelaufenen Zinsen zuriickzahlt. Der Nominalwert einer Anleihe ist das Geldvolumen,
dass dem Kapitalbildungsprozess zu Grunde liegt. Entspricht der Wert (Preis) des Wertpapiers bei der
Ausgabe dem Nominalwert, spricht man davon, dass der Kurs der Anleihe gleich 100% ist. Der Wert
der Kuponanleihe entspricht dem Barwert der Nullkuponanleihe. Es ist jedoch durchaus moglich und
iiblich, dass der Ausgabepreis nicht gleich dem Nominalwert ist. Der Zinssatz, mit dem die Anleihe
ausgestattet ist, d.h. der Zinssatz mit dem die aufgelaufenen Zinsen am Ende der Laufzeit berechnet
werden, wird Nominalzinssatz genannt. Der Zinssatz, der zur Bewertung herangezogen werden muss,
ist der Realzinssatz. Wie oben erwiahnt verwendet man zur Bestimmung des Realzinssatz die Nullkupon-
Zinskurve. Hier wird deutlich, dass sehr genau zwischen dem Nominalzinssatz einer Nullkuponanleihe
und Nullkuponzinssatz aus der Nullkupon-Zinskurve zu unterscheiden ist. Letzter kann mit Hilfe von
Nullkuponanleihen gebildet werden (siehe Unterabschnitt 1.2.2; es gibt auch andere Verfahren die Nullkuponzinssétze
zu bestimmen (siehe Unterabschnitt 1.2.3).

Unabhéangig von der Bewertung der Nullkuponanleihen soll zundchst das Wesen der Nullkuponanleihe
erlautert werden. Wie schon erwahnt, erfolgt am Ende der Laufzeit die Riickzahlung des Nominalwertes
(N) und der aufgelaufenen Zinsen. Im Unterschied zu iiblichen Anleihen erfolgen keine Kuponzahlung
wéahrend der Laufzeit. Kuponzahlungen sind Zinszahlungen - in der Regel regelméflig und in gleicher Hohe
- wahrend der Laufzeit. Da aber Kuponzahlungen fehlen, nennt man diese Anleihen Nullkuponaneihen.
Der Zahlungsstrom einer Nullkuponanleihe kann grafisch dargestellt werden:

N+ Zr
T \
to T

Dabei bezeichnen:

to Emmissionsdatum oder Datum des Kaufs der Nullkuponanleihe
T Riickzahlungstermin
N

Nominalbetrag
Zrp  Zinszahlung
P, Preis

Der Kéufer erwirbt am Kaufdatum ¢y (der kann auch das Emissionsdatum sein) eine Nullkuponanleihe
zum Preis P, mit dem Nominal NV und damit auch das Recht am Riickzahlungstermin 7" den Nominalbetrag
sowie die aufgelaufenen Zinsen zu erhalten. Die Zinsen berechnen sich mit Hilfe des Nominalzinssatzes

Znom M

Zr =N -[(1 4 inom)" —1]

1.2.2 Ableiten der Zinskurve aus Nullkuponanleihen

Bisher war offen, wie der Realzinssatz bestimmt werden kann. Eine - wenn auch nicht immer zielfiihrende
Moglichkeit- ist die Nutzung von Nullkuponanleihen am Markt. Das eigentliche Problem ist nicht die
Methodologie der Berechnung, sondern die Tatsache, dass h&ufig nicht geniigend Nullkuponanleihen
am Markt vorhanden sind. Deshalb werden auch - wie im Unterabschnitt 1.2.3 beschrieben wird auch
Kuponanleihen zur Bestimmung der Nullkuponzinssatze herangezogen.

Die im Kapitel 1 beschriebene Anforderungen an einen Realzinssatz miissen beachtet werden. Besondes
die Forderung nach Risikofreiheit hat Bedeutung. Deshalb kommen nur sehr sichere Staatspapiere, deren
Rating sehr hoch ist (AAA) zur Anwendung.



Es wird angenommen, dass geniigen Nullkuponanleihen am Markt vorhanden sind, um daraus die Nullkupon-
Zinskurve ableiten zu konnen. In der Regel sind Zinsstrukturkurven fiir Laufzeiten von 1 bis 10 Jahre in
Jahresscheiben gegeben. Der Rechenaufwand zur Bestimmung von Nullkuponzinssétze soll in Grenzen
gehalten werden, deshalb wird die Zinsstrukturkurve nur auf 4 Jahre beschrankt.

Wir nehmen an, dass Nullkuponanleihen mit einer Restlaufzeit von 1,2,3 und 4 Jahren am Markt zu
beobachten sind. In der nachfolgende Tabelle sind die Merkmale jeder verwendeten Nullkuponanleihe
zusammengestellt:

Nullkuponanleihe | Nominal | Nomialzinssatz | Restlaufzeit | Kurs

A 100000 0,05 1 Jahr 102, 0%
B 200000 0,052 2 Jahre 102, 5%
C 500000 0,048 3 Jahre 101, 0%
D 300000 0,05 4 Jahre 100, 5%

Begonnen wird mit der Nullkuponanleihe A:

Am Riickzahlungstermin werden ausgeschiittet:

Na+Za=Na-(1+inom,a)= 100000 - (1,05) = 105000

Der diskontierte Wert (der Barwert) Zum Zeitpunkt ¢g - BW4 o - mit dem nicht bekannten Realzinssatz
fir eine Restlaufzeit RLZ von 1 Jahr (iyeqr,rLz=1) ist:

1 1
BWao=(Na4Za) — 2 105000 — 1
A0 ( A A) 1+ lreal,RLZ=1 1+ lreal,RLZ=1

Der Barwert der Nullkuponanleihe A zum Zeitpunkt ¢ = 0 muss dem Preis der Anleihe im Zeitpunkt t = 0
entsprechen. Dazu wird der Kurs der Anleihe C; verwendet, der als Verh&ltnis vom Preis P; Nominalwert
N zum Nominalwert N der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ definiert ist:

P,
Ci=

Da der Preis der Anleihe P, gleich dem Barwert BW) ist, gilt fiir den Barwert der Anleihe A BW4 g
mit ihrem Kurs C4 gund ihrem Nominalwert [N 4:

BWy0=Ng-Cyp=100000-1,02 = 102000

Der akkumulierte Betrag N4 - (1+i50m, 4) zum Ende der Restlaufzeit (¢ = 1), abgezinst auf den Zeitpunkt
t=0 mit dem gesuchten realen Zinssatz i,eq;+ muss dem Barwert der Anlage AWy entsprechen, welcher
sich aus Nominalwert N4 und dem Kurs der Anleihe C4 ergibt, woraus sich der gesuchte Realzins
ireal,RLz Derechnen lasst:

1

( ) 1+ %eat,RrEZ=1

=Na-Cap=Pap

BWao 105000
Ni-Capo 102000
i'real,RLZ:l = 1, 0294 — 1= 0, 0294

14 4peat,REZ=1 = =1,0294

Der reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von einem Jahr i,eq; rrz=1 betragt 0,0294 bzw. 2,94%.



Nullkuponanleihe B:

Am Riickzahlungstermin werden ausgeschiittet:

Np + Zp = Ng - (1 + inom.5)* = 200000 - (1,05)* = 221.340, 80

Der Barwert BWp g ist:

1 1
: - = 221.340,80 -
[(1 + ZTGCLZ,RLZ:Q) ]

BWpgo= Np-Cpoy=200000- 1,025 = 205000

BWp.o=(Np +Zp)- (1 +4reqr, rL2=2)?]

Folglich kann der gesuchte Realzins ¢rcq,r1,z berechnet werden:

_ BWgy,  221.340,80
" Np-Cpo 205000

(14 ireal,RLz=2) = +/1,0797 = 1,0391
real,RLZ=2 = 1,0391 — 1 = 0,0391

[(1+ irear,rrz=2)°] =1,0797

Der reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von zwei Jahren i,eq; rrz=2 betrigt 0,0391 bzw. 3,91%.
Nullkuponanleihe C:

Am Riickzahlungstermin werden ausgeschiittet:

Ne + Zo = No - (1 + inom.c)® = 500000 - (1,049)* = 577.160, 32

Der Barwert BWc¢ g ist:

1 1
- = 577.160, 32 - -
[(1+ 4rear, rLz=3)"] (1 +4rear,rLz=3)"]

BWe.o = N¢ - Cep = 500000 - 1,01 = 505000

BWe,o = (Nc+ Zc) -

Folglich kann der gesuchte Realzins 4,¢q1, r1,z berechnet werden:
~ BWg¢po  577.160, 32
"~ No-Cepo 505000

(1 + ireal,RLZ:B) =3 1, 1429 = 1, 0455
ireal, RLZ=3 = 1,0455 — 1 = 0, 0455

[(1 4 irear,rrz=3)"] =1,1429

Der reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von drei Jahren i,eq rrz=3 betrigt 0,0455 bzw. 4, 55%.
Nullkuponanleihe D:

Am Riickzahlungstermin werden ausgeschiittet:

Np + Zp = Np - (1 + inom.)* = 300000 - (1,05)* = 364.651,87



Der Barwert BWp g ist:

1 1
: — 364.651,87 - :
(1 + %pear,rLz=1)4] (1 + 4peqr,rLz=1)"]

BWpo=Np-Cp, = 300000 - 1,005 = 301.500

BWD)O = (ND -+ Z4) .

Folglich kann der gesuchte Realzins 4,¢q1, r1,z berechnet werden:

_ BWpyoy  364.651,87
~ Np-Cpo 301500

(1 + ireal,RLZ:z,L) =3 1,2095

ireal, RLZ=4 = 1,0489 — 1 = 0, 0489

[(1 + if’eal,RLZ:4)4] = 1, 2095

Der reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von vier Jahren i,eq, rrz=4 betrigt 0,0489 bzw. 4,89%.

Die realen Zinssétze, die aus den Nullkuponanleihen abgeleitet werden als Nullkuponzinssitze bzw.
Zerobondzinssitze bezeichnet. Die Nullkuponzinskurve, bestehend aus Nullkuponzinssatze, hat nun
folgende Form:

Nullkuponzinssatze

0,06
0,05
0,04
0,03
0,02

0,01

Nominal- und Realzinssatz unterscheiden sich, In der nachfolgenden Tabelle sind beide Zinssétze gegeniibergestellt:

Restlaufzeit | Nomialzinssatz | Realzinssatz
1 Jahr 0,050 0,0294
2 Jahre 0,052 0,0391
3 Jahre 0,048 0,0455
4 Jahre 0,050 0,0489

Allgemein kann das Vorgehen zur Berechnung der Nullkuponzinssidtzen folgendermaflen beschrieben
werden. Fiir Nullkuponanleihen mit einer Restlaufzeit von RLZ ergibt sich folgendes Berechnungsschema.
Das zentrale Moment dabei ist der Riickgriff auf den Kurs C der Anleihe:

1

BWO = (N + ZRLZ) : [(1 + Z.real,RLZ)]RLZ

BWy=N-Cy
BW,
1 ‘rea RLZ — 0
(1 +4reat,RLZ) N Co
i _ RLZ BW, _1
real,RLZ N - CO



Mit Hilfe der Requisiten einer Nullkuponanleihe (Nominalwert N, Nominalzinssatz i, und Restlaufzeit
(RLZ)) und des Kurses der Anleihe C werden Barwert und daraus abgeleitet die realen Zinssétze
(Nullkuponzinssétze) i,eq, rrz berechnet.

1.2.3 Ableiten der Zinskurve aus Kuponanleihen

Wenn nicht ausreichend nahezu risikofreie Nullkuponanleihen am Markt zu finden sind, kénnen auch
sogenannte Kuponanleihen (auch Bonds genannt) zur Berechnung der Nullkuponzinssitze verwendet
werden. Kuponanleihen sind ebenfalls mit einem fixen Nominalzinssatz (i,0m ) ausgestattet. Die Zinszahlungen
Z erfolgen jedoch nicht einmalig am Ende der Restlaufzeit, sondern in periodischen Zeitabstinden, in der
Regel am Ende einer Zinsperiode. Am Ende der Laufzeit erfolgt neben der letzten Zinszahlung auch die
Riickerstattung des Nominalwertes N. Die Zinszahlungen einer Kuponanleihe sind in der nachfolgenden
Grafik angegeben:

N N N N N
z z A Z N+Z

4 + + 4 4

0 1 > T2 71 T

Die Zinszahlungen sind konstant und werden mit Hilfe des Nominalwertes N und den Nominalzinssatzen
(auch Kuponzinssitze genannt) i, berechnet:

Z =N “inom

Es wird nun das Berechnungsschema zur Bestimmung der realen Zinssdtze vorgestellt. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass mehrere Zinszahlungen bei Kuponanleihen erfolgen.

Gegeben seien die Requisiten von Kuponanleihe:

Kuponanleihe | Nominal | Nomialzinssatz | Restlaufzeit | Kurs

A 100000 0,05 1 Jahr 102, 00%
B 200000 0,052 2 Jahre 102, 48%
C 500000 0,048 3 Jahre 100, 80%
D 300000 0,05 4 Jahre 100, 60%

Der Nominalwert, der Nominalzinssatz (Kuponzinssatz), die Restlaufzeit seien identisch mit denen der
Nullkuponanleihe. Die Kurse differieren allerdings

Kuponanleihe A - Restlaufzeit 1 Jahr:

Da die Restlaufzeit der Kuponanleihe A 1 Jahr betrégt, kann wie bei Nullkuponanleihen aus den Requisiten
der Anleihe und dem Kurs der Anleihe auf den realen Zinssatz (Nullkuponzinssatz) geschlossen werden:

1 1
= 105000 - -

[(1+ 4reat.rLz=1)] 1+ irecal,RLZ=1
BWy = N4 -Ca, = 100000 - 1,02 = 102000
BW, B 105000

BWOZ(NA—I-Z)-

1 ‘rea = = - = ]., 0294
(1 +4reat, RLZ=1) Na-Cao _ 102000

) BW,

ireal, RLZ=1 = 37— COA -~ 1=0,0294



Der abgeleitete Realzinssatz der Kuponanleihe A unterscheidet sich nicht vom entsprechenden Realzinssatz
der Nullkuponanleihe A und betragt 0,0294 bzw. 2,94%. Die Kuponanleihe A ist wegen der Restlaufzeit
von einem Jahr eine Nullkuponanleihe.

Anders verhélt es sich bei der Kuponanleihe B mit einer Restlaufzeit von zwei Jahren:

Man kann jetzt davon ausgehen, dass bereits der Realzinssatz fiir eine Restlaufzeit von einem Jahr
bekannt ist (ireqr, rLz=10,0294), welcher fiir die Bestimmung des Barwertes der Anlage genutzt werden
kann. Insgesamt sind zwei Zahlungstermine zu beachten:

1. Zinszahlung im Moment ¢ =1, Z = Ng - (inom,5) = 200000 - 0,052 = 10.400

2. Zinszahlung im Moment ¢t = 2, Z = Ng - (inom,5) = 200000 - 0,052 = 10.400 und
Auszahlung des Nominalwertes von 200000 im Moment ¢t = 2,
insgesamt Np + Z = 210400

Um den Barwert BW, zum Zeitpunkt ¢ = 0 aller Zahlungen zu berechnen , miissen beide Zahlung mit
den realen Zinssétzen abgezinst werden, wobei der Realzinssatz mit einer Restlaufzeit ¢,cqi rr,z=2 noch
nicht bekannt ist:

1 1
BWy = 7 - . +(Ng+2)- . 1.1
’ [(1+ircal, RLZ=1)] (Np +2) (1 +ireal, RLZ=2)?] (0
bzw.:
BW,y = 10400 ; + 210400 L
0 [(1+0,0294)] (14 ireat,RLz=2)?]

Gleichzeitig gilt:

BWy = Ng-Cpo (1.2)

bzw.:

BWy = 200000 - 1,0248 = 204966, 71

Der Barwert BW, der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist gleich dem Preis der Anleihe zum gleichen
Zeitpunkt. Der Preis berechnet sich bekannterweise aus dem Kurs der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ = 0 und
dem Nominalwert Np - Cp .

Aus (1.1) und (1.2) kann nun der reale Zinssatz i,eq, rz=2 berechnet werden:
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1 1

Np-Cpo=2- : +(Ng+2)- ,
BrmBo (1 +4rear,rLz=1)] (Np ) (1 + 4reqr, rLz=2)7]
1 1
204966, 71 = 10400 - ——— + 210400 - -
[(1+0,0294)] (1 + ireat,RL.2=2)?]

1

[(1+ 4reat, rLz=2)?]

204966, 71 = 10102, 97 + 210400 -

1
0,92632 = .
(1 + 4reat, rLz=2)?]
1
1+ ipeq )%= =1,0795
(1 reat, rL2=2) 0,92632

ireal.RLZ—2 = \/1,0758 — 1 = 1,0391 — 1 = 0, 0391

Der Realzinssatz mit einer Restlaufzeit von zwei Jahren, abgeleitet aus Kuponanleihen, betrigt 0,0391
bzw. 3,91%.

Die Verwendung des abgeleiteten Nullkuponzinssatzes mit einer Laufzeit von einem Jahr zur Berechnung
des Nullkuponzinssatzes von nun zwei Jahren nennt man Bootstrapping-Verfahren. Das Verfahren
wird auch zur Berechnung des Nullkuponzinssatzes mit einer Laufzeit von 3 Jahren verwendet (ireqr, rrz=3)-
Die Grundlage dazu bilden die bereits berechneten Nullkuponzinssidtze mit einer Restlaufzeit von einem
und zwel Jahren (ireqr rrz=1) Und (ireqr,rLz=2). Die rekursive Berechnung kann dann folgendermafien
dargestellt werden:

ireal,RLZ=1 = berechnet aus Nullkuponanleihen
ireal,RLZ=2 = F(ireal, RLZ=1)

ireal,RLZ=3 = F(ireal,RLZ=1, ireal, RLZ=2)

treal, RLZ=n = F(ireal, RLZ=1,%real, RLZ=2; -+ ireal,RL Z=n—1

Kuponanleihe C - Restlaufzeit 3 Jahre:

Zur Berechnung des Barwertes sind alle 3 Zahlungen abzuzinsen:

Z = N¢ - (inom,c) = 500000 - 0,048 = 24000

1 1 1
BWy=72- - +Z- - + (N¢ + 2) - -
0 (14 ireat,rLz=1)] (14 ireal,rLz=2)?] (Ne ) (14 ireat,rL2z=3)>]
1 1 1
=24000 - ——— + 24000 - ——— = + 524000 -
[(140,0294)] + [(1+40,0391)2] + (14 ireal,rL2z=3)%]
1

= 23314, 55 + 22227, 80 + 524000 -

(1 + 4rear,rL2=3)"]
1
(1 + 4rear,rLz=3)3]

BWy = N¢ - Ce,o = 500000 - 1,008 = 504000

= 45542, 35 + 524000 -

und
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1

504000 = 45.546, 63 + 524000 - - 3
(1 + 4rear, rLz=3)"]

1
(1 + 4reat,RL2=3)"]

0,8749 =

(1+ireat,rLz=3)" =1,1430

= 0,8749
ireal.RLz—3 = ¢/1,1430 — 1 = 1,0455 — 1 = 0, 0455

Der Realzinssatz mit einer Restlaufzeit von drei Jahren, abgeleitet aus Kuponanleihen, betragt 0,0455
bzw. 4,55%.

Kuponanleihe D - Restlaufzeit 4 Jahre:

Zur Berechnung des Barwertes sind alle 4 Zahlungen abzuzinsen:

Z = Np - (inom,p) = 300000 - 0,05 = 15000

1 1 1
BWy=7- - + Z - - + Z - - +
0 (1 +4rear,rLz=1)] [(1+ 4reat, rLz=2)?] [(1+ 4reat, rLz=3)"]
1
N Z) -
* ( D ) [(1 + Z.real,RLZ:4)4}
= 15000 ; + 15000 L + 15000 ;-‘r
- [(1+0,0294)] [(1+0,0,0391)2] [(1+0,0455)3]
1
+ 315000 -

(1 + ireat, RLZ=4)"]
1

(1 + 4peqr,rLz=1)"]

= 14.571,60 + 13.892, 38 + 13.125, 60 + 524000 -

1
[(1 + i'real,RLZ=4)4]

BWy = Np - Cp, = 300000 - 1,006 = 301800

= 41.589, 58 + 315000 -

und

1

301.800 = 41.589, 58 + 315000 - - 1
(1 +4reqr, rLz=1)"]

1

0, 82606 = -
[(1 + Z7"eal,RLZ=4)

g

(1+ireat,rLz—1)" =1,2106

= 0,82616
ireat.nLz—4 = ¥/1,2106 — 1 = 1,0489 — 1 = 0, 0489

Der Realzinssatz mit einer Restlaufzeit von vier Jahren, abgeleitet aus Kuponanleihen, betrigt 0,0489
bzw. 4,89%.

Kuponzinssatz und Realzinssatz unterscheiden sich fiir jede Restlaufzeit:
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Restlaufzeit | Nomialzinssatz | Realzinssatz
1 Jahr 0,050 0,0294
2 Jahre 0,052 0,0391
3 Jahre 0,048 0,0455
4 Jahre 0,050 0, 0489

Die Realzinssétze aus Kuponanleihen sind identisch mit den Realzinssétzen aus Nullkuponanleihen. Auch
fir Realzinssatze, die aus Kuponzinssidtze abgeleitet werden, wird der Begriff Nullkuponzinssitze
verwendet

Die Deutsche Bundesbank veroffentlicht téglich Nullkuponzinskurven mit Restlaufzeiten von 1 Jahr bis
20Jahre (Deutsche Bundesbank Kapitalmarktstatistik). Die Berechnung unterscheidet sich von unserem
Vorgehen: ”Zinssétze fiir (hypothetische) Null-Kupon-Anleihen ohne Kreditausfallrisiko, geschétzt nach
dem in den Erlauterungen zur Fachreihe Kapitalmarktkennzahlen dargestellten Verfahren. Den Schétzungen
liegen die Kurse von Bundesanleihen, Bundesobligationen und Bundesschatzanweisungen mit Restlaufzeiten
von mindestens drei Monaten zugrunde. Die Zinsen werden mit Hilfe eines nichtlinearen, parametrischen
Ansatzes geschétzt” ([Boh21])

1.3 Rendite-Strukturkurve

Ein alternatives - aber zur Bewertung von Finanzprodukten nur begrenzt anwendbares Konzept - ist die
Ableitung vom Rendite-Strukturkurven. Auch hier werden laufzeitabhéngige Zinssdtze bestimmt,
allerdings in vereinfachter Form. Betrachten wir dazu als Ausgangspunkt oder Quelle der Berechnungen
die Kuponzinssétze der Anleihen aus dem vorherigen Unterabschnitt 1.2.2:

Kuponanleihe | Nominal | Nomialzinssatz | Restlaufzeit | Kurs

A 100000 0,05 1 Jahr 102, 00%
B 200000 0,052 2 Jahre 102, 48%
C 500000 0,048 3 Jahre 100, 80%
D 300000 0,05 4 Jahre 100, 60%

Beispielhaft betrachten wir die Kuponanleihe C: Es werden drei Zahlungen féllig: zwei Zinszahlungen
und die abschlieBende Zahlung (bestehend aus Zinszahlzahlung und Nominalbetrag). Bei der Nutzung der
Realzinssatzen auf der Basis der Nullkuponanleihen bzw. der Kuponanleihen erfolgt die Barwertberechnung
nach folgender Formel:

Zc = N¢ - (inom,c) = 500000 - 0, 048 = 24000
1 1 1

BWy = Z¢ - - +Zc - : +(Nc+Z¢) - -
0 © (1 +%rear, rRL2=1)] “ (1 + %rear,rLz=2)?] (Ne c) (1 + 4reat,rL2=3)"]
1 1 1
=24000 - —— 4+ 24000 - ———— + 524000 - ———————
(10,0200 [(1+0,0300)7 © (11 0,0455)7]

= 23314, 55 + 22227, 80 4 458520, 94 = 504063, 30

D.h. Jede Zahlung wird mit Hilfe des Nullkuponzinssatzes abgezinst, der der Laufzeit der jeweiligen
Zahlung entspricht (die 2. Zahlung wird mit dem Nullkuponzinssatz Z¢ - [ abgezinst).

1
(14+ireat,RLz=2)2]

Anders verhilt es sich bei der Konstruktion der Rendite-Strukturkurve. Zum Abzinsen wird durchweg
ein einheitlicher Zinssatz genutzt).

Dieses Vorgehen ist aus den dem ?? und dem ?? bekannt. Zur Barwertberechnung wurde der einheitliche
Nominalzinssatz iyom,c zum diskontieren verwendet. Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist in diesem Fall
gleich dem Nominalwert der Anleihe:
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Zc = N¢  (inom,c) = 500000 - 0,048 = 24000

1 1 1
BWo=Z¢  —————+Z2c- 77—+ Nc+Zc) =
0 ¢ (1 + inom,c)] “ (1 + inom,c)?] (No ) (1 + inom,c)?]
1 1 1
=24000 - ————— +24000 - —————— + 524000 - —————~
[(1+0,048)] (140,048 [(L+0,048)7]

= 22900, 76 + 21851, 87 + 455.247, 36 = 500000

Dabei wird jedoch nicht berticksichtigt, dass der Marktzinssatz nicht dem Nominalzinssatz entsprechen
muss. Es soll nun ein einheitlicher Zinssatz bestimmt werden, der zum Diskontieren zur Berechnung des
Barwertes unter Verwendung des Kurses fiir die Kuponanleihe C (Co = 1,008) verwendet werden kann,
der als durchschnittliche Rendite der Anleihe im Moment ¢ = 0 zu interpretieren ist. Dazu werden
die konstanten Zahlungen (Zinszahlungen Z und die Abschlusszahlung N¢) zur Berechnung des Barwert
mit Hilfe der noch zu bestimmenden Zinssatzes (der Rendite der Anleihe) é,enq,c diskontiert.

Zc = N¢ - (inomp) = 500000 - 0,048 = 24000

1 1 1

- + Zo - . +(Nec+Z¢g) ———
() @ irenac)?] ) 0T tremac )

BW, = Z, -

Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 0 muss gleich dem Preis der Anleihe zum gleichen Zeitpunkt sein
(BWy = C¢ - Ng) mit Co = 1,008 dem Kurs der Anleihe C und dem Nominalwert der Anleihe C
N¢ = 500000).

Cc - No = 1.008 - 500000 = 504000
Cc = BW,

1 1 1
504000 = 24000 - ——— = + 24000 - ——— %7 + 524000 - ——%7
[(1 + 'Lrend,C)] [(1 + Zrend7C)2] [(1 + Zrend,C>3]

Losung der kubischen Gleichung

1
. _ 10,9569
[(]- + Zrend,C)]
1
.ren czi_lz s 4
irende = 59565 0,0450

Die durchschnittliche Rendite der Kuponanleihe C %ycnq,c betrégt 0,0450 .
Analog lassen sich die Renditen fiir die Kuponanleihen A, B und D berechnen:
Kuponanleihe A:

Die Rendite entspricht dem Nullkuponzinssatz irenqd,4) und betrégt 0,0294.
Kuponanleihe B:

Zur Bestimmung der Rendite %,¢nq,p ist eine quadratische Gleichung zu 16sen:

14



Zp=Npg- (inom,B) = 200000 - 0,052 = 10400

1 1
(Nt Zp)
O+ irenany] T B 20 [, o]

Cp - Np =1,0248 - 200000 = 204960

BWy=2p- (Np+ Zp)

Cp = BW,
1 1
204960 = 10400 - ———= + 210400 - ————57
[(1 + 'Lrend,B)] [(1 + Zrend,B)z]
Losung der quadratischen Gleichung:
1
— = = 0,963
[(1 + 7w‘end,B)]
'ren B=——>—1= > 4
lrend; B 0.963 0,038

Die Rendite der Anleihe B i,cpq4,p mit einer Restlaufzeit von 2 Jahren betrégt 0,0384.

Kuponanleihe D:

Zur Bestimmung der Rendite ist eine Gleichung 4. Grades zu 16sen:

Zp = Ng - (inom,p) = 300000 - 0,05 = 15000
1 1 1 1

BWy=Zp  ——m + iee————+Z2p 77—+ (Np+ Zp) 7
=2 T o)) T2 T rena )] T 2P T F remapy®] B0 o)
Cp - Np = 1,006 - 300000 = 301800
Cp = BW,
301800 = 15000 1 + 15000 - + 15000 __ + (315000) -
[(1 + irend,D)] [(1 + irend,D)z] [(1 + irend,D)g] [(1 + irend,D)4]
Losung der Gleichung 4. Grades:
1 =0,9539
[(1 + Z'Mmd,D)] ’
1
'7‘€7L = —1= 0, 0483
frend = 579539

Die Rendite der Anleihe D %ycnq p mit einer Restlaufzeit von 4 Jahren betrégt 0,0483.

Damit ergeben sich folgende Kuponzinsen, Nullkuponzinsen und Renditen:

‘ Restlaufzeit ‘ Nomialzinssatz ‘ Nullkuponzinssatz ‘ Rendite ‘

1 Jahr 0,050 0,0294 0,0294
2 Jahre 0,052 0,0391 0,0384
3 Jahre 0,048 0, 0455 0, 0450
4 Jahre 0,050 0, 0489 0, 0483

Die folgende Grafik zeigt den Verlauf der unterschiedlichen Zinssatze:
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Nullkuponzinssatz vs. Rendite

0,05

0,045

0,04

0,035

0,03
0,025

0,02
RLZ1 Jahr RLZ2 Jahre RLZ3 Jahre RLZ 4 Jahre

= Nullkuponzinssatz Rendite

Die durchschnittlichen Rendite eignen sich nur bedingt zum Diskontieren der Zahlung. Ein korrektes
Ergebnis erzielt man nur, wenn die Zinskurve flach ist.

Allgemein kann die durchschnittliche Rendite einer Anleihe mit einer Restlaufzeit von m Jahren durch
Losung einer Gleichung j-ten Grades bestimmt werden:

(m—1) A N+Z

Die Deutsche Bundesbank veroffentlicht téaglich die Rendite fiir borsennotierte Bundeswertpapiere mit
jahrlichen Kuponzahlungen.

1.4 Zinsstrukturkurven - kurze Laufzeiten

Neben Nullkupon-Zinsstrukturkurven und Rendite-Strukturkurven existieren weitere Zinsstrukturkurven

flr spezielle Laufzeiten der Finanzprodukte, die mit Nullkuponzinskurven nicht abgedeckte werden kénnen.
Nullkupon-Zinsstrukturkurven bilden in der Regel Laufzeiten zwischen 1 und 10 Jahren ab, méglicherweise

auch dartiber hinaus. Fir Finanzprodukte mit kurzen Laufzeiten muss nach alternativen Zinskurven

gesucht werden. Eine Moglichkeit ist die Nutzung von Geldmarktzinssétzen des Interbankenhandels,

z.B. des EURIBORS (Euro InterBank Offered Rate) oder des LIBORS (London Interbank Offered

Rate). Der Referenzzinssatz EURIBOR, wird von der EZB folgendermaflen definiert: ”Der EURIBOR

ist ein Referenzzinssatz fiir unbesicherte Kredite auf dem Interbankenmarkt, der fiir mehrere Laufzeiten

berechnet wird (eine Woche sowie einen, drei, sechs und zwolf Monate). Er wird vom European Money

Markets Institute (EMMI) verwaltet.” (https : //www.ecb.europa.eu/explainers/tell—me—more/html/benchmark,a
Der EURIBOR kann als Durchschnittswert im Handel zwischen Banken angesehen werden, wobei die
ausgewahlten Banken ein erstklassisches Rating haben. Damit wird weitgehend gewahrleistet, dass der

Zinssatz risikofrei ist. Wegen Manipulationsvorwiirfen beschloss die EZB einen alternativen Referenzzinssatz
einzufiihren: die Euro short-term rate. Ahnlich verhilt es sich mit dem Libor, der fiir unterschiedliche

Wihrungen in London bestimmt wird. Verschiedene Manipulationsversuche haben dazu gefiihrt, dass

EURIBOR und LIBOR durch andere Referenzzinssitze ersetz werden sollen. Fiir das britische Pfund

Sterling soll der SONTA (Sterling Overnight Index Average) als Referenzzins gelten; in dhnlicher Weise

soll fiir SOFR (Secured Overnight Financing Rate) fiir den US-Dollar, SARON (Swiss Average Rate

Overnight) fiir den Schweizer Franken, TONAR (Tokyo Overnight Average Rate) fiir den jananischen Yen,

bzw. der ESTER (Euro Short-Term Rate) fiir den Euro fungieren.(vgl.https : //de.wikipedia.org/wiki/Londonnterb

Es ist nicht Gegenstand dieses Buches, die konkreten Bedingungen fiir die Bestimmung der oben genannten
Referenzzinssiatze zu analysieren und zu beschreiben. Wichtig ist die Tatsache, dass - unabhéngig
welcher Referenzzinssatz zur Anwendung kommt, dass diese Zinssétze téglich zur Verfiigung gestellt
werden und damit zur Bewertung von Finanzprodukten mit kurzer Laufzeit herangezogen werden kénnen.
Exemplarisch wird nun gezeigt, wie die Zinsstrukturkurve des EURIBOR aufgebaut ist.

Die Zinsstrukturkurve des EURIBOR notiert die Zinssétze fiir folgende Laufzeiten:
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- eine Woche

- ein Monat

- drei Monate

- sechs Monate und
- zwolf Monate

Fiir den 3. Juni veroffentlichte die Deutsche Bundes Bank folgende Zinsstrukturkurve fiir den EURIBOR.
Angaben in %:

EURIBOR

1 Woche 1 Monat 3 Monate 6 Monate 12 Monate
-0,1

-0,2

-0,3

0,4
- ’__//

-0,6

1.5 Bewertung auf der Basis von Nullkuponzinssatzen

In den Kapiteln 2., 3. und 4. erfolgte die Barwert- und Zeitwertberechnung mit Hilfe des Nominalzinssatzes.
Wie in den vorangegangenen Abschnitten des Kapitels 5. gezeigt, gibt es ein anderes Verfahren zur
Berechnung der Bar- und Zeitwerten: die Verwendung der realen Zinssatze ¢yeq, rrz=¢. Beide Verfahren
erbringen unterschiedliche Ergebnisse und diese miissen auch verschieden interpretiert werden.

1.5.1 Barwertberechnung einfacher Kapitalbildungsprozesse

Am Beispiel der Kapitalbildung iiber mehrere Jahre soll der Unterschied zwischen Barwertberechnungen
zu verschiedenen Zeitpunkten (BW, und BW;) auf der Bais der Nominalzinsen und der realen Zinsen
ireal,RLZ=t gezeigt werden. Gegeben sei ein Anfangskapital Ky, dass zum Nominalzinssatz von ¢y, bei
einer Laufzeit von T Jahren verzinst wird. Die Verzinsung erfolgt jahrlich, jeweils am Ende des Jahres.
Der Kapitalbildungsprozess wird dann wie folgt beschrieben, wobei K1 der Endwert (Nominalkapital K
+ aufgelaufenen Zinsen) ist:

Kr =Ko (14 inom)?

Zu beachten ist, dass nur zwei Zahlungen erfolgen, zu Beginn des Kapitalbildungsprozesses die Einzahlung
des Anfangs- oder Nominalkapitals Ky und die Auszahlung des Endkapitals oder Endwertes (Nominalkapital
Ky + aufgelaufenen Zinsen) am Ende der Laufzeit.

Sind
Ky = 10000
tnom = 0,05
T =10

ireal,RLZ=10 = 0,06
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dann gilt:

KlO - KO . (1 + inom)lo
K10 = 10000 - (1 +0,05)'° = 16288, 95

Aus dem Endwert kann nun der Barwert BWj bestimmt werden: Der Barwert kann nun analog zum
Vorgehen im ?7? mit Hilfe der Abzinsfaktoren berechnet werden. Wir unterscheiden zwischen Abzinsfaktoren

auf der Basis des Nominalzinssatzes gnom, rrz=7 = ﬁ und den Abzinsfaktoren auf der Grundlage

m. Der Prozess des Abzinsen wird als Diskontierung
bezeichnet. Da nur eine Auszahlung am Ende der Laufzeit T erfolgt, miissen die Abzinsfaktoren mit einer
Restlaufzeit von RLZ = T = 10 angewendet werden. Fiir den Barwert auf der Basis des Nominalzinssatzes

BWy nom erhélt man:

des realen Zinssatzes ¢reql,RLZ=T =

1
BWnom:K'nom = :Ki
0, T4 ,RLZ=T T (1 T Znom)T
1
BW§ nom = 16288,55 - ————— = 10000
o (1+0,05)10
1
=0,61391

Anom,RLZ=T = W

Verwendet man den Nominalzins zur Bestimmung des Abzinsfaktors , ist der Barwert gleich dem Nominalkapital.
Anders verhélt es sich beim Barwert auf der Grundlage des realen Zinssatzes BWj yeai:

1
1+ Z"r'eal,RLZ:T

BWo reat = K1 - @real,rRLz=7 = K1 - ( 7

BWo rear = 16288, 55 - =9.095,44

1
(1+0,06)10

1
Qreal,RLZ=T = ( = 0,55839

1+0,05)10

Der Barwert betragt nun 9095,44 EUR. Der reale Zinssatz ist gegeniiber dem Nominalzinssatz gestiegen.
Es geniigen unter Marktbedingungen jetzt der Betrag von 9095,44 EUR um ein Kapital von 16288,55
EUR in 10 Jahren zu erwirtschaften: D.h. der Kapitalbildungsprozess bei einem Nominalzinssatz von
5% verliert an Wert. Wiirde man den Vertrag zum Zeitpunkt ¢ = 0 an einen Dritten verkaufen, durfte
man fair nur 9095,44 EUR und nicht den Nominalbetrag von 10000 EUR verlangen.

Wie beschrieben, verwenden wir als Realzinssatz die Nullkuponzinssatze, welche aus den Nullkuponanleihen
oder Kuponanleihen abgeleitet werden. Die dabei benutzten Restlaufzeiten werden in der Regel in Jahren
(oder T ist eine ganzzahlige Zahl, die der Dauer von T Jahren entspricht) angegeben. Kapitalbildungsprozesse
sind jedoch nicht immer mit ganzjidhrigen Restlaufzeiten zu beschreiben. Grundsétzlich ist jede beliebige
Restlaufzeit moglich. Sie kann durch 2 Intervalle charakterisiert werden: einen ganzjéhrigen Bestandteil
(0,T) und - wenn die Restlaufzeit nicht ganzjéhrig ist - durch einen unterjahrigen Bestandteil (T, T+ At).
Die gesamte Restlaufzeit belauft sich auf T'+ At.

ganzzahliger Bestandteil unterjahiger Bestandteil

4
1

0 T T+ At

Wie unterjahrige Nullkuponzinssiatze aus der Nullkuponzinskurve berechnet werden ist zunachst nicht
bekannt, wird aber im Unterabschnitt 1.5.3 behandelt.

In den bisherigen Uberlegungen wurde unter dem Barwert der abgezinste Endwert auf den Beginn des
Kapitalbildungsprozesses verstanden. Die Bezeichnung des Barwertes - ob auf Basis des Nominalzinssatzes
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oder des realen Zinssatzes - enthielt immer den Hinweis auf den Zeitpunkt ¢ = 0, ndmlich BWy ;¢4 oder
BWO,nom~

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass der Barwert BW y¢q; oder BWj o, nicht nur zu Beginn des
Kapitalbildungsprozess t = 0 bestimmt werden kann, sondern zu einem beliebigen Zeitpunkt t mit ¢ > 0.
Diesen Barwert bezeichnen wir mit BW; rcq; oder BWy nom.

Im weiteren wird die Bildung des Barwertes BW; y¢q; 0der BW; 5,0m bei t # 0 untersucht. Zu beachten ist,
dass nur zwei Zahlungen beim untersuchten Kapitalbildungsprozess erfolgen: die Einzahlung des Anfangs-
oder Nominalkapitals Ky und die Auszahlung des Endkapitals oder Endwertes (Nominalkapital Ky +
aufgelaufenen Zinsen) am Ende der Laufzeit. Zum Zeitpunkt t muss die einzige ausbleibende Zahlung
(Nominalkapital Ko+ aufgelaufenen Zinsen) zur Bestimmung des Barwertes beriicksichtigt werden. Der
Endwert aller ausbleibenden Zahlung ist K(+Z%. Wahrend zum Diskontieren fiir den Barwert BW( ,¢q; der
reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von T Jahren (ireq, rLz=7) genutzt werden muss, ist zur Bestimmung
des Barwertes BW, ;o mit dem realen Zinssatz mit einer Restlaufzeit von (T'—t) Jahren (iyeqr, rLz=T—1)
zu diskontieren.

Verwenden wir das obige Beispiel und setzten t = 6, kann der Barwert durch diskontieren des Endwertes
zum Zeitpunkt ¢ = 6 berechnet werden. Der reale Zinssatz mit einer Restlaufzeit von T — ¢ = 10 —
6 = 4 Jahren (ireal,RLzZ=10—6) betrage 7%. Der Zinssatz wird zur Bestimmung der Abzinsfaktoren
Gnom,RLZ=T—¢ benotigt:

1
BWireat = K1 - Great REz—T—t = K71 - .
t,real T * Qreal, RLZ=T—t T 0+ irea) T~
BWiyea = 16288,55 - ——— = 12426, 46
foreal (1+0,07)*
1
nom =T — 77 A~ ~"e g — 0,7629
nom. RLZ=T = (777 054

Im Unterschied zur Berechnung des Barwertes mit Hilfe des realen Zinssatzes BW; ,cq: spielen bei der
Berechnung des Barwertes mit dem nominalem Zinssatz laufzeitabhéngige Zinssatze keine Rolle:

1
BWt,nom =Kr- dnom,RLZ=T—t = K- W
BWt,nom = 16288, 55 . m - 13400, 63
nom =T = 757  ~ ne~d 0, 82270
nom,RLZ=T (140,054

Im weiteren soll die Berechnung von Barwerten von allgemeinen Finanzstromen dargestellt werden.
Finanzstrome werden durch Transaktionen A; charakterisiert, d.h. Zu oder Abfliisse von Geldmitteln.
Im Ergebnis der Transaktionen wird das Anfangskapital K verdndert. Am Ende der Laufzeit bildet sich
der Kapitalendwert K aller Transaktionen und des Anfangskapitals.

1.5.2 Barwertberechnung von Finanzstromen - ganzzahlige Berechnungszeitpunkte

Wir gehen zunéchst davon aus, dass Transaktionen immer am Ende der Zinsperiode (hier am Ende des
Jahres) stattfinden. Die Zeitpunkte sind ganzzahlig: 0,1,2,...T. Zunéchst die grafische Darstellung:
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Ko Kl K2 Kt1 th KT—l KT

Ay Ay A, A1y Ar
1 1 1 1 1 1
0 1 2 t T-1 T
BW, BW,, BW,,

In dieser Darstellung ist zu beachten, dass fast alle auf der Zeitachse fixierten Zeitpunkte t = 0,1,2,¢1, T —
1,7 das Ende oder den Anfang einer Zinsperiode beschreiben. Die Ausnahme bildet der Zeitpunkt to,
der nicht Anfang bzw. Ende einer Zinsperiode ist, sondern zwischen den Anfang / Ende der Zinsperioden
t1 und t; + 1 liegt. Die Transaktion zum Zeitpunkt ¢ findet innerhalb einer Zinsperiode statt.

Zu den Zeitpunkten ¢t = 0, t = ¢t; und ¢t = t5 soll der Barwert berechnet werden. Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0
ist das unproblematisch, da alle Zinstermine in ganzjahrigen Abstédnden vom Zeitpunkt ¢t = 0 liegen und
die Nullkuponzinsséatze zum Diskontieren aus der Nullkuponzinskurve bekannt sind. Etwas komplizierter
sieht es aus, wenn zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Barwert BW;, berechnet werden soll: der Zeitpunkt ¢ = ¢;
liegt dann in der Zukunft. Um den Barwert zu berechnen, miissten Nullkuponzinssiatze bekannt sein, die
beginnend mit ¢ = ¢; eine ganzjiahrige Restlaufzeit von ¢t —t; mit t =1 +1,¢ = ¢1 + 2, ..., T haben. Diese
Zinssatze sind zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht bekannt und miissen implizit berechnet werden. Das wird im
Unterabschnitt 1.5.4 beschrieben.

Noch komplizierter stellt sich die Berechnung des Barwertes BW,, zum Zeitpunkt ¢ = 0 dar. Der
Zeitpunkt ¢ = t, liegt gemessen an den Zeitpunkt ¢ = 0 ebenfalls in der Zukunft. Dartiber hinaus liegt er
zwischen zwei Zinsterminen - oder innerhalb einer Zinsperiode. Nicht nur zukiinftige Nullkuponzinssatze
sind notwendig, auch die Restlaufzeiten ab dem Zeitpunkt ¢2 sind nicht ganzjahrig, sondern unterjéhrig.
Die realen Zinssitze (d.h. die Nullkuponzinssétze) liegen nur fiir ganzjdhrige Zeitabschnitte vor. Die
Zinssétze fiir unterjdhrige Zeitabschnitte miissen aus den ganzjahrigen Nullkuponzinsséitzen abgeleitet
werden. das ist Gegenstand im Unterabschnitt 1.5.5. Auf die Barwertbestimmung zum Zeitpunkt ¢ = ¢,
wird erst nach dem Unterabschnitt 1.5.4 und dem Unterabschnitt 1.5.5 eingegangen.

Wir beginnen mit der Barwertberechnung fiir den Anfangszeitpunkt (¢ = 0)
Barwertberechnung fiir den Anfangszeitpunkt (¢t = 0):

Man kann davon ausgehen, dass die Nullkuponzinskurve fiir ¢ = 0 bekannt ist. Das bedeutet, wir kennen
alle realen Zinssétze i,cq;, rr,z=¢ flir alle Restlaufzeiten ¢t = 1,2,...,T. Mit Hilfe dieser Nullkuponzinssétze
sind wir in der Lage, alle Auf- und Abzinsfaktoren fiir die Restlaufzeiten ¢t = 1,2, ...,T zu bestimmen und
den Barwert aller ausstehenden Zahlungen zu bestimmen:

Die Aufzinsfaktoren ¢; und Abzinsfaktoren ¢; = q—lt konnen wie folgt berechnet werden:

@ = Great, RLz=t = (L +breat, rLz=t)" YVt =1,2,..T

R 1 1
q = — = -
! qt (1 + Zreal,RLZ:t)t

= (1 + Z.r‘eal,RLZ:if)7t vt = ]-7 23 T

Nun werden alle Transaktionen mit den jeweiligen Abzinsfaktor diskontiert und wir erhalten den Barwert
BWy(A,) fiir jede Transaktion:

BWy(4) = Ay — Vt=1,2,..T

BWy(4) = Ay -4 Vt=1,2,..T
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Der Barwert BW, aller Transaktionen A; ist dann die Summe aller Barwerte der Transaktionen BWy(A,):

T
BW, =Y BWy(A)

t=1

Beispiel:

Wir betrachten Finanzstréme mit einer Laufzeit von 4 Jahren. Die Zinsperiode betrage 1 Jahr, Ein- und
Auszahlungen erfolgen am Ende/Anfang jeder Zinsperiode. Die Finanzstrome kénnen der nachfolgenden
Grafik entnommen werden:

Ay = 5000 Ay = 500 Ay = —1000 As = 700 Ay = 2500
+ { 1 + {
0 1 2 3 T4
BW, BW,

(a) Barwertberechnung zum Anfangszeitpunkt ¢t =0 (BW)):

Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird definiert als abgezinster Betrag aller zukiinftigen Zahlungen.
Diese werden mit den realen Zinssitzen ((Nullkuponzinsséitze) bewertet, jeweils mit einer Restlaufzeit
von 1,2,3,4 Jahren. Die Zahlung A kann als Anfangsbestand interpretiert werden

Es werden die folgenden realen Zinssétze (Nullkuponzinsséitze) aus dem Unterabschnitt 1.2.2 genutzt:

Restlaufzeit | Realzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0, 0455 0,8750
4 Jahre 0, 0489 0,8262

Alle Transaktionen A; werden zum jeweiligen Nullkuponzinssatz abgezinst und dann addiert:

BWo(Ag) = Ay = 5000

BWO(AI) = A (1 + ireall,RLZ=1) = o0 m = 485,72
BWy(Ag) = Ay - T imiRLZ_Q)Q = —1000 - m = —926,15
BWy(As) = As - it ireall,RLZ_S)B =700 - m = 612,53
BWoldy) = 4 (1+ ireall,RLz—4)4 -2 m 200,40

Die Berechnung kann auch direkt mit Hilfe der Abzinsfaktoren g; erfolgen:

BW,y(A4o) = Ay = 5000

BWy(A;) = Ay - G = 500 - 0,9714 = 485, 72
BWy(Az) = Ay - G2 = —1000 - 0,9262 = —926, 15
BW,y(As) = As - g3 = 700 - 0, 8750 = 612, 53
BWo(Ag) = Ay - Ga = 2500 - 0, 8262 = 2065, 40
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4
BWy =Y BWj(A;) = 7237, 48
t=0

Der Barwert fiir den Zeitpunkt ¢t = 0 betragt 7237,48 EUR und stellt das Aquivalent fiir alle zukinftigen
Zahlungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 dar. Die Bewertung der Zahlungsstrome erfolgt mit den marktiiblichen
Nullkuponzinssatze im Zeitpunkt ¢ = 0.

(a) Barwertberechnung zum Anfangszeitpunkt ¢ =2 (BW>):

Wir Versuchen den Barwert aller noch ausstehenden Zahlungen im Moment ¢ = 2 zu berechnen. In der
nachfolgenden Grafik sind die noch ausstehenden Zahlungen abgebildet:

Ay = —1000 As = 700 Ay = 2500
1 + {
0 1 2 3 T4
BW,

Die bereits getdtigten Zahlungen, hier in den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢t = 1, werden zur Berechnung
des Barwertes BW5 nicht mehr beriicksichtigt, sondern nur die noch ausstehenden Zahlungen. Zur
Bewertung miissen nun die Nullkuponzinsséatze fiir eine Restlaufzeit von 0, 1,2 Jahren genutzt werden,
die im Moment ¢ = 2 marktiiblich sind. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind diese jedoch nicht bekannt. Es
gibt Verfahren, diese zukiinftigen Nullkuponzinssétze bereits im Zeitpunkt ¢ = 0 zu bestimmen. Dieser
Problematik ist u.a. der Unterabschnitt 1.5.4 gewidmet. Zuvor soll jedoch die Barwertberechnung fiir
nicht ganzjéhrige Bewertungszeitpunkte beschrieben werden.

1.5.3 Barwertberechnung von Finanzstromen - unterjahrige Berechnungszeitpunkte

Nullkuponzinskurven werden aus Nullkuponzinssatzen abgeleitet, die fiir ganzzahlige Stiitzstellen entsprechend
der Vorgehensweise von Unterabschnitt 1.2.1 bzw. Unterabschnitt 1.2.2 abgeleitet. Die daraus abgeleiteten
Nullkuponzinssatze haben die Restlaufzeiten von einem und mehreren Jahren i,¢q1, prz—: mitt =1,2,...,T
Jahren (in der Regel ist T = 10).

Die Aufgabe besteht nun darin, aus zwei benachbarten Nullkuponzinssétzen iyeqr, rrz=t; UNd %reql, RLZ=t,
einen Zinssatz mit einer Restlaufzeit t aus dem Intervall [t1,?2] zu generieren. Dazu wird das Intervall
[t1,t2] in zwei Teilintervalle zerlegt: [t1,t] und [, t2].

[th t] [tv t2]

t1 4 [2)

Die Berechnung erfolgt durch Interpolation:

to—1 . t—11

lreal,RLZ=t = — " lreal, RLZ=t, T~ = " treal,RL.Z=t,
tg — tl t2 - tl

Soll beispielsweise fiir das Beispiel aus dem Unterabschnitt 1.5.2 der Nullkuponzinssatz iyeqi, rrz=2,25 mit
einer Restlaufzeit von 2 Jahren und drei Monaten aus den bekannten Nullkuponzinssétzen i,ecqi, rrz=2
und %reqi, RLz=3, kann das folgendermaflen erfolgen:
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Gegeben seien die beiden bekannten Nullkuponzinssitze zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer Restlaufzeit von
2 und 3 Jahren:

Restlaufzeit | Realzinssatz
2 Jahre 0,0391
3 Jahre 0, 0455

Der interpolierte Nullkuponzinssatz im Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer Restlaufzeit von 2,25 Jahren ist dann:

. to —1 . t—1t1 |
lreal,RLZ=t = T "real,RLZ=t, + 77— * ‘real,RLZ=t,
to — 11 to —t1
. 3—-2,25 . 2,25 -2
treal,RLZ=2,25 = 3.9 “lreal,RLZ=2 T 3.9 *Ureal,RLZ=3

ireal.RLZ=2.25 = 0,75-0,0391 + 0,25 - 0,0455 = 0, 0407

Der interpolierte Zinssatz ireqr, rz=2,25 betragt 4,07%.
Graphisch ergibt sich folgendes Bild:

[2,2.25] [2.25, 3]

2 t =225 3

0.0391 0.0407 0.0455

Wir kénnen den Zinssatz ireqr, rrz=2,25 zur Barwertberechnung BWyverwenden, wenn eine zusétzliche
Zahlung, z.B. von 800 EUR, im Zeitpunkt ¢t = 2, 25 erfolgt. Hierzu die Grafik:

5000 500 ~1000 800 700 2500
i { { { 4 {
0 1 2 2,25 3 T—4
BW,

Der Barwert BW) ergibt sich aus dem bisher berechneten Barwert von 7237,48 EUR und dem abgezinsten
Betrag von 800 EUR:

1

(14 ireal,RLZ=2,25

= 731,32

BWy(Az,25) = Az 25 - )22

BWolAz0) =800 (775 haompes

BWy = T7337,48 + 731, 32 = 7.968, 80

Nach Aufnahme einer zuséitzlichen Zahlung von 800 EUR im Zeitpunkt ¢ = 2, 25 erhoht sich der Barwert
BW)j von urspringlich 7237,48 EUR um 731,32 EUR auf 7968,80 EUR.

1.5.4 Berechnung zukiinftiger Nullkuponzinssatze und Abzinsfaktoren

In den bisherigen Betrachtungen wurden die Nullkuponzinssatze mit ¢,.qi, rr.z=¢ bezeichnet. Dabei wurde
davon ausgegangen, dass die Zinssatze sich auf den Basiszeitraum ¢ = 0 beziehen. Korrekt miisste man
den Zinssatz i,cqi,rrz=6 als der Nullkuponzinssatz, der im Moment ¢ = 0 am Markt beobachtet wird, und
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eine Restlaufzeit von 6 hat, interpretieren. Der Nullkuponzinssatz bezieht sich folglich auf das Intervall
vom Zeitpunkt ¢ = 0 bis zum Zeitpunkt ¢ =, d.h. auf das Intervall [0,60]. Grundsétzlich kann kann
auch ein Nullkuponzinssatz bestimmt werden, der wahrscheinlich am Markt zum Zeitpunkt t (¢ > 0)
beobachtet werden wird und deren Restlaufzeit gleich 6 — ¢ ist. Dieser Zinssatz bezieht sich nun auf das
Intervall [¢,6]. Um diese Zinssitze korrekt unterscheiden zu koénnen, fithren wir folgende Notation ein:

ireal(0 = 0) | Nullkuponzinssatz im Moment 0 mit einer Restlaufzeit von 6
ireal(t = @) | Nullkuponzinssatz im Moment ¢ mit einer Restlaufzeit von 6

Unter Beachtung dieser Notation soll der Berechnungsprozess zweier Barwerte illustriert werden. Dazu
werden 4 ganzjahrige Zeitpunkte betrachtet:

- t = 0 - Anfangszeitpunkt (Berechnen des Barwertes BW,

-t =t1 - Termin der Zahlung A;, (Berechnen des Barwertes BW;,)
-t =t; - Termin der Zahlung A;,n

-t =T - Ende der Laufzeit, Termin der Zahlung At

Zur Berechnung des Barwertes BW; zum Zeitpunkt ¢ = 0 bendtigt man folgende Nullkuponzinssitze:
ireal(0 = T), irear(0 = t2) und 4peqi(0 = T). Zum Zeitpunkt ¢t = ¢; werden zur Barwertberechnung nur

die zukiinftigen Zahlungen beriicksichtigt (A4, und Ar). Es werden die zukiinftigen Nullkuponzinssitze
ty — ty und t; — T genutzt.

ire,,,l(() — T) ireal (tl — T)
ireal(o — t2) i'real (tl — t2)

Z.7"eal (0 — tl)

0 t t T
Aty At, Ar
BW, BW,,

Die Nullkuponzinssétze, die fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 berechnet wurden, werden nun mit i,.q;(0 — t)bezeichnet.
Der Zusammenhang zu der urspriinglichen Bezeichnung ist folgender:

Z-rea,l (O — tl) = ireal,RLZ:tl
Z.real (0 — t2) = ireal,RLZ:tz
Z.7‘eal(0 — T) = Z.7‘eal,RLZ:T

Fiir die Nullkuponzinssétze, die mit dem Zeitpunkt ¢t = ¢; beginnen, verwenden wir folgende Bezeichnungen:

ireal(tl — t2)
i'real (tl — T)

SchlieBlich gilt fir den Zeitpunkt ¢ = to:

ireal (t2 — T)

Man kann die Nullkuponzinsséatze in der folgenden Tabelle zusammen fassen:
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ty to T

0 ireal(o — tl) Z'real(o — t2) Z.7"ea,l (0 — T)
tl ireal<t1 — t2) ireal(tl — T)
t2 Z.7"eu,l (t2 — T)

Aus den Nullkuponzinsséatzen Lassen sich leicht die Auf- und Abzinsfaktoren bestimmen:

Aufzinsfaktoren:
Q(O—>t1) - (1 + Zreal(o — tl))tl
Q(Oﬁtg) (1 + Zreal (0 — t2))t2
do—-1) = (1 =+ Z7"ea.l(0 — T))T
q(t1—>t2) = (]- + i'r‘eal(tl — t2))t27t1
q(t,—T) = (1 + Z.real(tl — T))T b
q(t2—>T) - (]- + iraal (t 2— T))Titz
Abzinsfaktoren:
. 1
q =
(0t q(0—ty)
. 1
q . =
O = g0
. 1
d(o«T1) =
q0—T)
. 1
q =
(breta) q(ty—ta)
. 1
q =
(f2+=T) q(t,—T)
R 1
q =
(f2T) q(ty—T)

Zusammengefasst in Tabellen:

Aufzinsfaktoren:
tq to T
0 | qo=t) | 90=t) | 90—1)
ty A(ti—ts) | Ati—T)
3 4(t;—T)
Abzinsfaktoren:
131 to T
0 | Goet) | doets) | GoeT)
tq A(tyty) | d(t1+T)
12 A(tyT)

Mit Hilfe der Abzinsfaktoren lassen sich dann die Barwerte fiir zukiinftige Zeitpunkte bestimmen:

Fiir ¢ = 0 miissen die Transaktionen (A;,, Az, und A7 mit den Abzinsfaktoren §(o+¢,), §oet,)und Go—r)
abgezinst werden. Die Teilbarwerte fiir die Transaktionen werden dann addiert:
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BWO(Atl) = Atl ! Q(0<—t1)
BWo(Ar,) = Aty - G(oets)
BWo(A7) = At - GoeT)

und

BWq = BWy(At,) + BWo(Ays,) + BWo(Ar)

Fiir t = ¢; miissen die Transaktionen fiir die Zeitpunkte ¢o und T (A, und Ar) mit den Abzinsfaktoren
(t:+to)und §(s, 1) abgezinst werden und werden danach addiert:

Bth (Atg) = Atz . qA(tl (—tz)
BWy, (A1) = A7 - {1, 1)

und

Bth = Bth (At2> + BWH (AT)

Nun ist zu kléren, wie die Abzinsfaktoren G, ,), G, 1) und §(s,7) aus den Nullkuponzinssitzen
bzw. Aus den Nullkuponabzinsfaktoren zu bestimmen sind.

Exemplarisch betrachten wir die Ableitung des Abzinsfaktors §(;,,). Als bekannt kénnen wir die
Abzinsfaktoren, die auf der Basis von ¢t = 0 vorliegen, voraussetzen. Sie kénnen direkt aus den Nullkuponzinssétzen
der Nullkuponzinskurve von ¢t = 0 abgeleitet werden:

q0—t,) = (]- + ireal(o — tl))tl
q(0—ts) = (1 + Z.7'eal (0 — t2))t2

Zuerst wird die Zahlung Ay, von t = to auf den Moment ¢ = 0 abgezinst. Damit erhdlt man den Barwert
BW,.

BWO(Atg) = Atz ' Q(0<—t2)

Setzt man den Wert der Zahlung auf den Wert 1 fest (A;, = 1), ergibt sich:

BWo(Az, = 1) =1 Goets) = G(oet)

Der Wert BWy(Ay, = 1) ist der Barwert einer Zahlung in ¢ = ¢3 im Umfang von 1 . Wird dieser Wert
schrittweise aufgezinst, d.h. zunéchst auf den Zeitpunkt ¢; mit dem bekannten Aufzinsfaktor qg_,) und
dann mit den noch unbekannten Aufzinsfaktor q(;, _¢,), muss man wieder den Wert der Zahlung A;, = 1
erhalten:
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BWO(AtQ) 0—>t1) Q(t1—>t2) - AtQ
Q0ta) " Q(O0—t1) " Q(ty—t2) = 1

QA(0<—t2) = (j(0<—t1) 'Cf(m—tg)

da
. 1
q =
(0¢t2) q(0—t1)
. 1
q =
(0¢t2) q(0—t2)
woraus folgt:
X q
Q(tiet2) = 0cta) (1.4)
q(O(—tl)

Der unbekannte Abzinsfaktor q(t1+t) kann folglich aus den bekannten Abzinsfaktoren G(0t1) und G(o¢,)
berechnet werden.

In analoger Weise konnen die beiden weiteren Abzinsfaktoren G, 1) und §(;,—7) bestimmt werden:

o (j(0<—T)
q(t,+T) = >

Q(O(—tl)

g _ (j(OeT)
T) = %

(t2¢-T) G(0t)

Beispiel: (aus dem Unterabschnitt 1.5.2)

Es soll nun der Barwert BWs zum Zeitpunkt ¢ = 2 bestimmt werden.

Ay = —1000 As = 700 Ay = 2500
1 + {
0 1 2 3 T4
BW,

Der Barwert BW5 kann mit Hilfe der Abzinsfaktoren ¢ d(2¢-3) und ¢ d(2¢-a) bestimmt werden. Diese berechnen
sich aus den schon bekannten Abzinsfaktoren (o 2), G(0«3) und Goe4)-

A q(0+3)
q(2+3) = =
q(0<2)
A q(0+4)
q(2+4) = >
q4(0+2)

Die Nullkuponzinssitze und Abzinsfaktoren aus dem Unterabschnitt 1.5.2 betragen

Restlaufzeit | Realzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0, 0455 0,8750
4 Jahre 0,0489 0,8262
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Eingesetzt ergibt sich:

s d(0+3) _ 0,8750
19 = Gocs) 0,262
_ doea)  0,8262

1D Gy 0,9262

=0,9447

=0, 8920

Der Barwert BW5 berechnet sich:

BWy = BW2(A2) + BWQ(A3) + BWQ(A4)
BWy = Az + Az - a3y + Aa - Gacay
BW, = —1000 + 700 - 0,9447 + 2500 - 0,8920 = 1891, 29

Damit betragt der Barwert aller zukiinftigen Zahlungen (inklusive die Auszahlung von 1000 EUR im
Moment ¢ = 2) im Zeitpunkt ¢ = 2 1891,29 EUR. Auch hier wurde die Auszahlung A, in die Berechnung
des Barwertes mit einbezogen.

Alle zukiinftigen Realzinsen und die Abzinsfaktoren sind in den nachfolgenden Tabellen dargestellt.
Daraus lassen sich alle Barwerte fiir die Zeitpunkte t = 0,1, 2, 3,4 bestimmen:

gegenwartige und zukiinftige Abzinsfaktoreng, ,)

2 3 4

@(Oel) q4(0+2) Q(OHS) qA(0&4)

—

d(1+2) | 9(1<3) | 9(1+4)
G3) | 42ca)
‘j(3<—4)

w N = o

Und fiir das Beispiel:

gegenwartige und zukiinftige Abzinsfaktoren Gy, )

1 2 3 1

0,9714 | 0,9262 | 0,8750 | 0,8262
0,9534 | 0,9008 | 0,8505
0,9447 | 0,8920
0, 9442

w N = o

gegenwartige und zukiinftige Aufzinsfaktoren g, _.¢,)

1 2 3 1

1,0294 | 1,0797 | 1,1429 | 1,2103
1,0480 | 1,1101 | 1,1757
1,0585 | 1,1211
1,0591

w N = o

Aus den zukiinftigen Auf- oder Abzinsfaktoren bzw. den Nullkuponzinssitzen lassen sich die zukiinftigen
Zinssétze berechnen:
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ireat(tt = t2) = 2=9/q(t, ty) —
t%(l + ireal(tO — t2))t2
(

ireal (tl — tZ) = "

q(t1—>t2) = (]— + Z.7"eal(tl — t2))t27t1

(1 + Z.real(tl — t2)) = 27R/q(t, —ty)

1

1+ ireal(tO — tl))tl

1 2 3 4
0 ireal(o - 1) ireal(o - 2) i'real(o - 3) Zreal(o - 4)
1 ireal(l — 2) ireal(l — 3) Zreal(l — 4)
2 ireal(2 — 3) ireal(2 — 4)
3 Zreal(3 — 4)

Und fiir das Beispiel:

Exemplarisch fiir i,.q;(2 — 4) (zukiinftiger Zinssatz fiir den Moment ¢ = 2 mit einer Laufzeit von einem
Jahr, also bis zum Zeitpunkt ¢ = 4:

ireat(2 = 4) = =G — 1= ¢/1,1211 — 1 = 0,0588
14 0,0489)4

real(2 = 4) 42(

trea( (1+0,0391)2

Alle zukiinftigen Zinssétze sind in der folgenden Tabelle dargestellt:

1 2 3 1
0 | 0,0294 | 0,0391 | 0,0455 | 0,0489
1 0,0489 | 0,0536 | 0,0554
2 0,0585 | 0,0588
3 0,0591

1,04894

Cogorz ~ 1 = 00588

Aus den zukiinftigen und gegenwértigen Abzinsfaktoren lassen sich alle weiteren Barwerte berechnen:

BW,

= BWl(Al) + BWl(AQ) + BWl(Ag) + BWl(A4)

BW1 = A1+ Az Gea) + A3 qaes) + Aa - qaey)

BW;
BW3

= BW;(As3) + BW5(Ay)

BW3 = Az + A4 - (34
BW3 = 700 + 2500 - 0,9442 = 3060, 50

BW,; = BW,(Ay)

BW, = A4
BW, = 2500

=0—1000 - 0,9534 + 700 - 0, 9008 + 2500 - 0, 8505 = 1803, 41

Damit erhalten wir unter Beachzung der schon vorher berechneten Barwerte BWy, BW, folgende Barwerte

fir alle ganzjéahrigen Zeitpunkte:
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Barwerte
BW, | 7237,48
BW, | 1891,29
BW, | 1803,41
BW3 | 3060,50
BW,4 | 2500

Im néchsten Abschnitt gehen wir zur Barwertberechnung iiber, wenn die Berechnungszeitpunkte nicht
mehr am Ende oder am Anfang der ganzjahrigen Zinsperiode liegen, sondern beliebige nicht ganzzahlige
Werte annehmen koénnen.

1.5.5 Berechnung unterjahriger zukiinftiger Nullkuponzinssatze und Abzinsfaktoren

Das Beispiel wird zunéchst fortgesetzt. Es soll nun der Barwert BW5 »5, d.h. zum Zeitpunkt ¢t = 2,25
oder am Ende des dritten Monats des Jahres 3, berechnet werden. Grafisch sind alle noch ausstehenden
Transaktionen dargestellt:

Az =700 Ayq = 2500
1 3
0 1 2 2,2 3 T=4
BW» 25
Der Grafik ist zu entnehmen, dass zum Zeitpunkt ¢ = 2,25 noch zwei ausstehende Zahlungen zu

beriicksichtigen sind: A3z = 700 und A4 = 2500. Die Zahlung A3 = 700 erfolgt nach 9 Monaten oder 0,75
Jahren, die andere Zahlung A4 = 2500 nach einem Jahr und 9 Monaten, gerechnet ab den Zeitpunkt
t = 2,25. Um die beiden ausstehenden Zahlungen zur Barwertberechnung abzinsen zu kénnen, werden
die folgenden Abzinsfaktoren benétigt:

q(2,25¢3)

‘j(2,25<—4)

Der Logik der Berechnung der Abzinsfaktoren fiir ganzzahlige Berechnungszeitpunkte folgend (Unterabschnitt 1.5.4),
muss zunéchst im ersten Schritt die Zahlung A3z = 700 mit Hilfe der Nullkuponabzinsfaktoren A3 - g 3)

und dann von ¢ = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 2,25 aufgezinst mit dem Aufzinsfaktor g2 25) werden. Damit

ergibt sich fiir den Abzinsfaktor (2 25 3):

R d(03)
q9(2,25¢3) = =
q(0+2,25)
Analog gilt fiir den Abzinsfaktor Gz 25 4):
R q(04)
q(2,25¢4) = =
4(0+2,25)

Aus dem Unterabschnitt 1.5.3 ist der interpolierte Jahreszinssatz iyeq1, rrz=2,25 = 0,0407 bekannt. Nach
jetziger Notation ist ireql, RLZ=225 = ireat(0 — 2,25), woraus sich ergibt:
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1
. 14ireq; (0—2,25
[(1+ drear (0 — 2,25))2] - [1 4 UFirear022:25)))
1

i = =0,9140
1O T (1, 04077 - 1 + 28]

G(02,25) =

oder naherungsweise:

1
14+ 4peai(0 — 2,25))2:25
1

G(02,25) = 1.000725 =0,9142

d(0+2,25) = (

Daraus lisst sich nun der zukiinftige Abzinsfaktor §(2 25_.3) bestimmen:

A q(0+3)
q4(2,25¢3) = =
q(0+2,25)
0,8750
] = =0,9573
q(2,25+3) 0,9140 )
Der zukiinftige Aufzinsfaktor g2 25_,3) ist gleich 7 215 o= ﬁ = 1,0448

Der zugehorige kiinftige reale Zinssatz ergibt sich aus:

(1 +drear(ty — t2))270) = Aty —t»)
ireal(ti = t2) = 2-3/q0,—tp) — 1
ireat(2,25 = 3) = +-22/qo553) — 1
ireal(2,25 = 3) = ©7/1,0448 — 1 = 0, 0602

Analog ist fiir den Abzinsfaktor (2 25 4) zu verfahren:

. Qo)
q(2,25¢+4) = m

Die Abzinsfaktoren §(g.—4) und (o2 25 sind bekannt: Damit kann G2 25, 4) berechnet werden:

g _ ‘j(0<—4)
2,25¢4) = 7 —
(2:25¢4) d(0+2,25)
0, 8262

4(2,25¢4) = 09140 — 0,9039

Mit den beiden Abzinsfaktoren §(3 25,3y und §(2 25«4y und den Zahlungen Az = 700 und A4 = 2500 kann
nun der Barwert BW5 25 berechnet werden:
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BWs 95 = A3 - §(2,253) + A4 - §(2,25¢4)
BWs 95 = 700 - 0,9573 + 2500 - 0, 9039 = 2929, 96

Der Barwert betragt 2929,96 EUR.
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Kapitel 2

End- und Barwert von einfachen
Finanzprodukten

Das Bewertungskonzept mit Hilfe von Nullkuponzinssitzen bzw. Nullkuponabzinsfaktoren soll in diesem
und den folgenden Abschnitt auf Finanzprodukte angewendet werden. Dabei greifen wir ebenfalls auf
Elemente der Zinsrechnung der Renten- und Tilgungsrechnung zuriick. Es werden End-und Barwerte
berechnet, wobei nicht nur der gegenwartige Zeitpunkt zur Bewertung herangezogen werden soll.

2.1 Sparprodukte

2.1.1 Sparplane

Unter einem Sparplan soll ein Kapitalbildungsprozess verstanden werden, der durch regelméflige konstante
Einzahlungen (R) oder variabler Einzahlungen (R:), die einem vorher fixierten Verdnderungsmodus
folgen. Der Kapitalbildungsprozess kann folgendermaflen dargestellt werden:

4
Koy=0 K Ky Kr_s Kp_q Kr
R, Ry Ry _o Ry Ry

b l { 4 I

(I) i é T I— 2 T I— 1 %

Hier handelt es sich um eine Rentenzahlung mit nachschiissigen Einzahlungen. Im nachschiissigen Fall
beginnen die Einzahlungen im Zeitpunkt ¢ = 1 und die letzte Einzahlung erfolgt am Ende der Laufzeit.
wir werden folgende Félle untersuchen, wobei wir uns immer auf nachschiissige Zahlungen beschrénken:

1. Konstante jahrliche Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz (jedes Jahr, am Jahresende, erfolgt
eine konstante Zahlung, die Zinsperiode ist 1 Jahr)

2. Konstante unterjéhrige Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz (unterjéhrige konstante Einzahlungen
bei einer Zinsperiode von einem Jahr)

3. Variable jahrliche Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz (jedes Jahr, am Jahresende, erfolgt eine
variable Zahlung, die Zinsperiode ist 1 Jahr), Erhohung des jahrlichen Einzahlungsbetrag um eine
konstante Groéfle oder einer konstanten Zuwachsrate

4. Konstante jéhrliche Zahlungen (jedes Jahr, am Jahresende, erfolgt eine konstante Zahlung, die
Zinsperiode ist 1 Jahr), gleichzeitig erfolgt eine variable Verzinsung

1. Sparpline mit konstanter jahrlicher Zahlung:
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Nach ?? werden Endwert K mit Hilfe des Nominalzinsssatzes i,,., berechnet.

r -1 1'nomT_]-
Ky g Ben =1 _ p (0 inem)” 1)

dnom — 1 tnom

Zum Abzinsen des Endwertes wurde im 77 ebenfalls der Nominalzinssatz verwendet:

1 1
BWy=Kp-—— =Kr-
T T (o) - 1)
1 ((1+ inom)T -1)
BWy=R- .
0 (1 + inom>T - 1) inom

1
qT,nom
bleiben die Marktzinsen unberiicksichtigt. Korrekt wire, jede Zahlung mit dem laufzeitabhéngigen

Nullkupon-Abzinsfaktor abzuzinsen. Das betrifft sowohl den Endwert K7 als auch alle Ratenzahlungen
R. Die Ratenzahlungen belasten den Sparer und werden mit einem negativen Vorzeichen versehen, der
Endwert dagegen kann als Einnahme aufgefasst werden und erhéalt ein positives Vorzeichen. :

Verwendet man zum Diskontieren die Aufzinsfaktoren gr ,om bzw. die Abzinsfaktoren §r nom =

BWy(R1) = =R o)
BWo(Rz) = =R (o+2)

BWo(Rr) = =R qoer)
BWo(Kr) = K §oeT1)

T T
BWy =Y BWo(R:) + BWo(Kr) = =R+ ioet) + Kr - doer) (2.1)

t=1 t=1

Der Barwert aller Zahlungen entspricht auch der Preisfunktion im Zeitpunkt ¢ = 0

T T
P(t=0)=Y_ BWy(R:)+BWo(Kr) =—R-Y o) + K1 doer) (2.2)

t=1 t=1

Beispiel:

Ahnlich wie im Beispiel aus dem ?? wird am Ende jeden Jahres ein Betrag von 1000 EUR eingezahlt.
Wir beschrénken uns aber auf 4 Zahlungen, da wir die Nullkuponzinssétze und Abzinsfaktoren aus dem
Unterabschnitt 1.5.2 nutzen werden. Die Zinsperiode betragt 1 Jahr, gegeben ist der Jahreszinssatz von
5%. Zu berechnen ist der angesparte Betrag nach 4 Jahren und der Barwert BW(:

"
Ko =0 K K, K K4 = 4310.13
R = 1000 R =1000 R = 1000 R = 1000
{ { { {
0 A > AT T T_4

34



Der angesparte Betrag ist gleich dem Rentenendwert und wird folgendermafien berechnet:

r -1 1 .nom Tﬁl
Y s S (R P L)
qnmﬂ_1 tnom
(1,05% — 1)
K, =1000 - —— =4310,13
4 0,05 ’

Der Sparplan erwirtschaftet in 4 Jahren 4310,13 EUR. Gleichzeitig wurden 4 Mal 1000 EUR zu unterschiedlichen
Zeitpunkten eingezahlt. Zur Berechnung des Barwertes benotigen wir die Nullkuponzinssatze bzw. die
Nullkupon-Abzinsfaktoren aus dem Unterabschnitt 1.5.2.

Restlaufzeit | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0,0455 0,8750
4 Jahre 0,0489 0,8262

Jeder der Zahlungen und der Endwert des Sparplans wird mit den laufzeitabhéngigen Abzinsfaktoren
d(o«rt) mit t = 1,2,3,4 abgezinst. Wie oben beschrieben werden die Ratenzahlungen mit einem negativen
Vorzeichen versehen:

BWy(R1) = —R - 4ic1y) = —1000-0,9714 = —971,40
BWy(Rz) = —R - (o2 = —1000 - 0,9262 = —926, 20
BWy(R3) = —R - 4.3y = —1000 - 0,8750 = —875,00
BWy(R1) = —R - G(cay = —1000 - 0,8262 = —826,20
BWy(Ky) = Ky - doa) = 4310,13 - 0,8262 = 3561,03

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BWq = BWO(Rl) + BWO(RQ) + BWO(Rg) + BW()(R4) + BW()(K4) =
— 971,40 — 926,20 — 875,00 — 826,20 -+ 3561,03 = —37, 77

Der Barwert BW,, der mit Hilfe der Nullkuponzinssétze berechnet wurde, betragt -37,77 EUR.

Zum gleichen Resultat kommt man, wenn man die Ratenzahlungen zu Marktbedingungen statt mit
dem Nominalzinssatz anlegt. Dazu miissen die zukiinftige Aufzinsfaktoren aus dem Unterabschnitt 1.5.4
genutzt werden:

1 2 3 1

1,0294 | 1,0797 | 1,1429 | 1,2103
1,0489 | 1,1101 | 1,1757
1,0585 | 1,1211
1,0591

W N~ O

Unter Verwendung der Aufzinsfaktoren ergeben sich folgende akkumulierte Werte, wenn die Rate R zum
Falligkeitstermin fiir 3, 2, 1 Jahre marktkonform angelegt werden:

1.Zahlung: 1000 EUR werden zu Marktbedingungen 3 Jahre angelegt: 1000 - 1,1757 = 1175, 70
2.Zahlung: 1000 EUR werden zu Marktbedingungen 2 Jahre angelegt: 1000 -1,1211 = 1121, 10
3.Zahlung: 1000 EUR werden zu Marktbedingungen 1 Jahr angelegt: 1000 - 1,0591 = 1059, 10
4.Zahlung: 1000 EUR werden nicht angelegt, nur zum Zeitpunkt 7" = 4 eingezahlt: 1000,00
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Diese Zahlungen (nicht verzinst mit dem Nominalzinssatz, sondern mit den Marktzinssétzen) erwirtschaften
(1175,70+1121,10+1059, 1041000, 00 = 4355, 90) einen hoheren Betrag als der Sparplan (4310,13 EUR),
obwohl die Leistungen (4 Zahlungen von 1000 EUR am Jahresende) identisch sind. Die Differenz betrigt
4310,13—4355,90 = —45,77 , d.h. der Sparplan erwirtschaftet 45,77 EUR weniger als eine marktkonforme
Anlage (immer aus Sicht vom Zeitpunkt ¢ = 0). Der Barwert der Differenz von 45,77 ergibt -37,81 bis
auf einige cents den gleichen Barwert wie oben berechnet.

2. Konstante unterjahrige Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz

Ein entsprechendes Beispiel wurde ausfiihrlich im 7?7 besprochen:

Die Zinsperiode betréigt ein Jahr, gegeben ist folglich ein Jahreszinssatz i. Die Ratenzahlungen erfolgen
unterjahrig. Fin Jahr besteht aus m Zinsperioden. Die Raten werden nachschiissig gezahlt. Illustriert
werden soll der Zahlungs und Verzinsungsverlauf an einem Beispiel mit vierteljahrigen Ratenzahlungen
R = 1000 EUR und 3 jahriger Laufzeit, i = 5%.

/l\

Ko=0 K Ky K3
Z1 Z2 Z3

i + \

R R R R R R R R R R R R

Dabei bezeichnen:

K; Kapital am Ende der Zinsperiode t, t=1,2,3
Z;  Zinsen flr die Zinsperiode t, t=1,2,3
R Vierteljahresraten

Das angesparte Kapital (Endwert der Rente) wurde im ?? berechnet und betrégt Kqo = 12846, 44 EUR.
Nun soll der Barwert auf Basis der Nullkuponzinsen berechnet werden. Wieder sind alle Zahlungen
mit Hilfe der Abzinsfaktoren abzuzinsen. Dazu benotigen wir die unterjahrigen Nullkuponzinssitze.
Vergl. dazu Unterabschnitt 1.5.3. Da nur die Nullkuponzinssétze fiir ganzzahlige Berechnungszeitpunkte
vorliegen, miissen die unterjahrigen Nullkuponzinssétze interpoliert werden:

to — 1 t—1

] 0—=1) = 1 0—t
Z7‘eal( ) t2 — tl Zreal( 1) + t2 — tl

: Zlr’eal(o — t2)

Aus zwei benachbarten Nullkuponzinssitzen ireq;(0 — ¢1) und 4,cq;(0 — t2) soll ein Zinssatz mit einer
Restlaufzeit t aus dem Intervall [¢1, ¢2] generiert werden. Dazu wird das Intervall [¢;, t3] in zwei Teilintervalle
zerlegt: [t1,t] und [1,s].

In unserem Beispiel werden mit Hilfe der Nullkuponzinssitze iyeqi(0 — 4), ireqr(0 = 8) und ireqi (0 — 12)
die unterjahrigen Zinsssatze interpoliert. Fir die unterjihrigen Zinssadtze des ersten Jahres ist eine
Interpolation nicht notig, sie konnen direkt aus dem Nullkuponzinssatz i,..q;(0 — 4) abgleitet werden:
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1 1

IZ:T‘e(Ll(O — 1) = ireal(o — 4) . Z = 070294 : Z = 0, 0074
2 2

Z‘Teoll(o — 2) = ireal(o — 4) . Z = O, 0294 - Z = 0, 0147
3 3

ireal(o — 3) = Z.7"eal(0 — 4) : Z - 0, 0294 - Z = 0, 0220

ireal(0 = 4) = dpeq (0 — 4) = 0,0294
3 1

ireat(0 = 5) = 1 ireal(0 — 4) + 1 irear(0 — 8) = 0,75-0,0294 + 0,25 - 0,0391 = 0, 0318
2 2

ireat(0 — 6) = Y ireal(0 — 4) + 1 ireat(0 = 8) = 0,5-0,0294 + 0,5 - 0,0391 = 0,0343

1 3
7 ireat(0 = 4) + 7 -irear(0 — 8) = 0,25 0,0294 40,75 - 0,0391 = 0,0367

ireal(0 = 8) = ireqi(0 — 8) = 0,0391

ireal(o — 7) =

3 1
ireat(0 —9) = 1 ireat(0 — 8) + 1 irear(0 — 12) = 0,75-0,0391 + 0,25 - 0,0455 = 0,0407
2 2
irear(0 — 10) = T irear(0 — 8) + 1 irear(0 — 12) = 0,5-0,0391 4+ 0,5 - 0,0455 = 0, 0423
1 3
irear(0 — 11) = 1 irear(0 — 8) + 1 irear(0 = 12) = 0,25 - 0,0391 + 0,75 - 0,0455 = 0, 0439

ireat(0 = 12) = iyeq (0 — 12) = 0,0455

Aus den Nullkuponzinsen kénnen die Nullkupon-Abzinsfaktoren berechnet werden.Fiir die Zeitpunkte 1
bis 4 gilt:

oy = 1+ imll(o 1) 1,0074 0,9927
1
doe2) = (1 +ireat(0 > 2))  1,0147 0,985
o) = 1+ z',-mj(o =3)  1,0220 0,9785
e = (1+ z’reall(o S 4)  1,0204 0,9714
Fiir die Zeitpunkte des zweiten Jahres (5 bis 8) gilt:
) 1 1
O (L et (0 = 5)) - (1t dpeat(0 = 5) - 1) 1,0318- (1+0,0318 - 1) 0,9615
1 1
o) = (1+ ireat(0 = 6)) - (1 + irear(0 — 6) - 2)  1,0343- (1+0,0343- 1) 0,9505
1 1
doen = (1+ ireat(0 = 7)) - (1 + ireat(0 — 7) - 3) ~ 1,0367- (1+0,0367-3) 09388

) 1 1
O = 17w (0 5 8))2  1,04552

=0,9262

Fir das 3. Jahr erhalt man
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1 1
o9 = (1 + trear(0 = 9))2 - (1 + ipear(0 — 9) - 1)~ 1,04072 - (1 40,0407 - 1) — 0,9140
1
GO0 = T 0 S 1002 (1 ire(0 5 10) - 2)  Lod232 (1 10,0423 1) 20H
1
GO = (0 5 102 - (1 F fyom(0 > 11)-3)  1,04392 - (1 40,0430 3) 02000
Goe1 =1 +ireal(10 S 12)) ~ Losiss 0
Zusammengefasst liegen folgende unterjéhrigen Abzinsfaktoren vor:
1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12
0 | 0,9927 | 0,9855 | 0,9785 | 0,9714 | 0,9615 | 0,9505 | 0,9388 | 0,9262 | 0,9140 | 0,9014 | 0,8884 | 0,8750

Nun kann die Bewertung jede einzelnen Zahlung vorgenommen werden. Die Ratenzahlungen werden
wiederum mit negativem Vorzeichen versehen.:

“G(0e1) = —1000 -
- G0ez) = —1000 -
doe3) = —1000
doesy = —1000 -
“G(0es5) = —1000 -
“G0cs) = —1000 -
doer) = —1000
“G(os) = —1000 -
“G(09) = —1000 -
- G0e10) = —1000 - 0,9014 = —901, 4

Cdioe11) = —1000 - 0, 8884 = —888, 4

doe12) = —1000 - 0, 8750 = —875,0

Goc12) = 12846, 44 - 0,8750 = 11240, 64

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren.

12

0,9927 = —992,7
0,9855 = —985,5
0,9785 = —978,5
0,9714 = —971,4
0,9615 = —961,5
0,9505 = —950, 5
0,9388 = —938,8
0,9262 = —926,2
0,9140 = —914,0

BWy =Y BWy(R:) + BWy(K12) = —11283,90 + 11240, 64 = —43,26

t=1

Der Barwert des Sparplanes zum Zeitpunkt ¢ = 0 betragt -43,26 EUR.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass der Barwert identisch dem Wert der Preisfunktion im Zeitpunkt
t =0 ist:

12

Py=BWy =Y _ BWy(R:) + BWy(K1s) =

t=1

~11283,90 + 11240, 64 = —43,26

Allgemein kann formuliert werden, wenn die Anzahl der Zinsperioden gleich n und die Anzahl der
Ratenzahlungen innerhalb einer Zinsperiode gleich m sind.
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n-m n-m

BWy =Y BWo(Ri) + BWo(Knm) = =R+ > doert) + Knom - G0cn-m) (2.3)
t=1 t=1

Py = BWy(Ry) + BWo(Kp.m) = —R- > Gioct) + Knom - docnm) (24)
t=1 t=1

3. Variable jahrliche Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz:

Dieser Sparplan unterscheidet sich von konstanten Jahresrenten bei gegebenen Jahreszinssatz nur dadurch,
dass die Ratenzahlung nicht mehr konstant ist, sondern sich gemaf einer fest fixierten Regel standig
verandert. Wir beschréanken uns hier auf einen konstanten Zuwachs gegeniiber der vorherigen Einzahlung.
Das obige Beispiel (4 jahrliche Einzahlungen von 1000 EUR am Jahresende bei gegebenen Jahreszinssatz)
wird dahin gehend modifiziert, dass nun jedes Jahr die Einzahlung um 100 EUR wéchst.

Zur Barwertberechnung sind die variablen Hohen der Einzahlungen zu beriicksichtigen. Sie haben Einfluss
auf den Endwert des Sparplanes und auf die Barwerte der einzelnen Zahlungen:

K, =1000-1,05% 4+ 1100 - 1,052 4+ 1200 - 1,05 + 1300 = 4930, 38

Jeder der Zahlungen wird mit den laufzeitabhangigen Abzinsfaktoren ) mit ¢t = 1,2,3,4 abgezinst.
Die Abzinsfaktoren sind identisch mit den Abzinsfaktoren bei konstanten Einzahlungen

BWy(R1) = —Ry - doe1) = —1000 - 0,9714 = —971, 40
BWy(Rs) = —Rs - d(oe2) = —1100 - 0,9262 = —1018, 82
BWy(R3) = —Rs - d(oe_3) = —1200 - 0,8750 = —1050, 00
BWy(R4) = =Ry - ey = —1300 - 0,8262 = —1074, 06
BWy(Ky) = Ky - Goa) = 4930,38 - 0,8262 = 4073, 48

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BW, = BW()(Rl) + BW()(RQ) + BWQ(R3) + BW()(R4) + BW()(K4) = —4114,28 + 4073, 48 = —40, 80

Der Wert der Preisfunktion im Zeitpunkt ¢ = 0 ist identisch dem Barwert BWj,.

Py =BW, = BWO(Rl) + BW()(RQ) + BWO(Rg) + BWO(R4) + BWU(K4) = —4114,28 + 4073, 48 = —40, 80

In analoger Weise ist bei anderen Bildungsgesetzen zur Modifikation der Einzahlungen, so z.B. bei
exponentiellen Wachstumsprozessen, zu verfahren. In diesem Zusammenhang soll auf dem ?? verwiesen.
Die im Anhang 7?7 hergeleiteten Formeln sind nicht zu verwenden, da wir im Unterschied zum dortigen
Vorgehen (Diskontieren auf der Grundlage von Nominalzinssatzen) jetzt laufzeitabhéngige Nullkuponzinssétze
zum Diskontieren verwenden.

4. Konstante unterjihrige Zahlungen mit variabler Verzinsung

Es existieren viele Modifikationen von Sparplanen, die Varianten mit variabler Verzinsung anbieten. Hier
soll exemplarisch das sogenannte Pramiensparen. Dabei erfolgt am Ende der jeweiligen Zinsperiode eine
Pramienzahlung, die sich auf die Einzahlungen des laufenden Jahres beziehen und deren Hohe jahrlich
steigt. Das Beispiel dieses Abschnittes zu unterjahrigen Zahlung wird entsprechend modifiziert:

39



1. am Ende des ersten Jahres werden 5% der im Jahr getatigten Einzahlungen als Pramie den Zinsen
zugeschlagen.

2. am Ende des zweiten Jahres werden 10% der im Jahr getitigten Einzahlungen als Pramie den
Zinsen zugeschlagen.

3. am Ende des dritten Jahres werden 15% der im Jahr getatigten Einzahlungen als Pramie den Zinsen
zugeschlagen.

Damit sind folgende Zahlungen zu leisten:

/l\

Ky=0 K K Ks
Z1+P1 Z2+P2 Z3+P3

2 A \

T T T T T T T T 1 T T
R R R R R R R R R R R R

Dabei bezeichnen:

K; Kapital am Ende der Zinsperiode t, t=1,2,3
Z;  Zinsen flr die Zinsperiode t, t=1,2,3

P;  Prémie fiir die Zinsperiode t, t=1,2,3

R Vierteljahresraten

Man erhéalt folgende unregelméafigen Zahlungen:

Ry = 1000

Ry = 1000

Rs = 1000

Ry + P, = 1200
Rs = 1000

Rg = 1000

Ry = 1000

Rs + P, = 1400
Rg = 1000

R,0 = 1000
Ri1 = 1000

R12 4+ P3; = 1600

Zur Barwertberechnung werden die schon berechneten Nullkuponzinsséatze bzw. die Nullkuponabzinsfaktoren
verwendet und damit die Barwerte der Einzahlungen BWj(R;) berechnet. Da sich nur Ry, Rg und R;2
gegeniiber dem Beispiel zur unterjahrigen Einzahlungen dndern, miissen nur 3 Teilbarwerte neu berechnet
werden. Dazu betrachten wir die Pramienzahlungen und bestimmen deren Barwerte :
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(a) die abgezinsten Pramienzahlungen BW{ (F;):

BW{(P)) o1y = —200-0,9714 = —194, 28
BW;(Py) = fpz d(0e2) = —400 - 0,9262 = —370, 48
) =
)

BW(Ps) = —P3 - 403 = —600 - 0,8750 = —525,00
BW;(P) = BW(Py) + BW((P) + BW((Ps) = —194,28 — 370,48 — 525,00 = —1089, 76

(b) der Endwert der Pramienzahlungen EW und der abgezinsten Endwert der Pramienzahlungen BW§ (EW):

EW =Py - (14 inom)? + Po - (1 + inom) + P3 = 200 - 1,05% + 400 - 1,05 + 600 = 1240, 50
BW( (EW) = EW - (ocs) = 1240,50 - 0,8750 = 1085, 44

(c) der Barwert der Pramienzahlungen BW,(P):

BWy(P) = BW;(P) + BW(EW) = —1089, 76 + 1085, 44 = —4, 32

Der Barwert des Beispiels 3 (Variable jahrliche Zahlungen bei gegebenen Jahreszinssatz) ist nun um den
Barwert der Pramienzahlung zu erweitern:

BW, = —43,26 — 4,32 = —47,58

Der Barwert bei diesem Pramiensparmodell ist um 4,32 EUR niedriger als bei konstanten Einzahlungen
und betréagt -47,58 EUR. .

Preisfunktion Py und Barwert BW, zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Pramiensparmodell lauten:

12

=BWy = > BWy(Ry) + BWy(K12) + BW(P) + BW; (EW) =
t=1

= —11283,90 + 11240, 64 — 1089, 76 + 1085, 44 = —47,58

2.1.2 Festgeld

Festgeld ist ein einfaches Finanzprodukt, dass in unterschiedlichen Auspragungen existiert. Ein fester
Geldbetrag wird zu einer festgelegten Laufzeit verzinst. Am Ende der Laufzeit wird der angelegte
Geldbetrag zuriickgezahlt. Entweder erfolgt die Zinszahlung am Ende der Laufzeit oder am Ende jeder
Zinsperiode. Die Zinsperiode ist in der Regel 1 Jahr, kann aber auch unterjahrig festgelegt werden. Der
periodenspezifische Zinssatz kann fix oder variabel sein.

Wir beschranken uns auf den einfachen Fall: Zinsperiode 1 Jahr, fixer Zinssatz, Zinszahlungstermin ist
am Ende der Laufzeit. Der Endwert einer solchen Festgeldanlage kann einfach berechnet werden:
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KT = KO . (1 + Z'norn)T

Zur Barwertberechnung ist der Endwert mit dem Nullkupon-Abzinsfaktor ¢ 1) abzuzinsen:

BWy = K1 - o)

Beispiel:

Nominalwert (Einzahlungsbetrag) Ko = 10000 EUR

Nominalzinssatz i,om = 5%

Laufzeit = 4 Jahre Nullkuponzinssatz mit Restlaufzeit von 4 Jahren (1 + 4yeq(0 — 4)) = 0,0489
Nullkuponabzinsfaktor mit Restlaufzeit von 4 Jahren .4y = 0,8262

K4 = 10000 - 1,05* = 12155, 06
BW, = 12155, 06 - 0, 8262 = 10042, 51

Der Barwert betragt damit 10042,51 EUR und ist grofler als der Nominalbetrag. Da der reale Zinssatz
mit einer Restlaufzeit von 4 Jahren zum Zeitpunkt ¢ = 0 (4,89% geringer ist als der Nominalzinssatz
der Festgeldanlage (5%), sind die Bedingungen der Festgeldanlage zum Zeitpunkt ¢ = 0 besser als
marktiiblich.

Es ist auch eine andere Betrachtungsweise moglich. Streng genommen finden 2 Zahlungen statt: eine
Einzahlung von 10000 EUR im Zeitpunkt ¢ = 0 und eine Auszahlung Von 12155,06 EUR im Zeitpunkt ¢ =
4. Um diese Finanzstrome zu bewerten, bilden wir die sogenannte Preisfunktion, die ausschliellich den
Ertrag des Finanzproduktes beriicksichtigt. Aus Sicht des Sparers haben beide Zahlungen unterschiedliches
Vorzeichen: Gberlassung eines Geldbetrages mit negativem Vorzeichen (-10000 EUR), Erhalten eines
Geldbetrages (+12155,06 EUR). Die Preisfunktion bildet die abgezinsten Betrége beider Zahlungen.
Dabei ist zu beachten, dass der Betrag von 10000 EUR nicht abzuzinsen ist, da sich Barwert und
Eiznahlung auf den gleichen Zeitpunkt beziehen.

Die folgende Grafik zeigt die Finanzstome:

12155, 06
!
0 4
/l\
—10000

Die Preisfunktion P(0) lautet:

P(0) = =Ko + Ky - §o«a)
P(0) = —10000 + 12155,06 - 0,8262 = —10000 + 10042, 51 = 42,51

Die Interpretation ist ahnlich der des Barwertes BW; der Auszahlung: Der positive Betrag weist darauf
hin, dass durch die Festgeldanlage mehr verdient wird, als es die Marktbedingungen im Zeitpunkt ¢ = 0)
erwarten lassen.
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Die Preisfunktion fiir die Sparpléne im Unterabschnitt 2.1.1 ist mit dem Barwert BWj identisch, da im
Zeitpunkt ¢ = 0) keine Einzahlungen erfolgen (Ko = 0).

2.2 Kredite

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Barwertberechnung und die Bestimmung der Preisfunktion von
unterschiedlichen Formen eines Kredites. Der Kreditnehmer erhélt im Zeitpunkt ¢ = 0 von einem
Kreditinstitut einen Geldbetrag Ky und verpflichtet sich diese Schuld bis zum Ende der Laufzeit mit
aufgelaufenen Zinsen zuriick zu zahlen. Dabei kommen unterschiedliche Verfahren zur Anwendung, die
z.T. schon im Kapitel Tilgungsrechnung (??) vorgestellt wurden.

2.2.1 Zinsschuld

Wird am Ende der Laufzeit der Uberlassungsbetrag vollstéandig zuriickgezahlt, wihrend am Ende jeder
Zinsperiode die Zinsen zu entrichten sind spricht man von einer Zinsschuld oder einer Zinsanleihe. Die
Tilgung erfolgt am Ende der Laufzeit. Insgesamt sind bis zum Ende der Laufzeit T genau m Zahlungen
zu erfolgen, Die Finanzstrome sind in der folgenden Grafik dargestellt. Dabei werden die Zahlungen, die
der Kreditgeber vorzunehmen hat mit positiven Vorzeichen versehen, wihrend der erhaltene Betrag (Kj)
ein negatives Vorzeichen erhélt. Das wére aus der Sicht des Kreditgebers (des Finanzinstitutes). Aus
der Sicht des Kunden sidhe es umgekehrt aus: Das Kreditinstitut zahlt den Uberlassungsbetrag (positives
Vorzeichen) und erhélt Zinsen und Tilgung (negatives Vorzeichen). Im weiteren nehmen wir immer die
Position des Kreditinstitutes (hier des Kreditgebers) ein.

Grafisch erggibt sich folgendes Bild:

A Zy Zy Zm—1 Ko+ Zm
{ { 4 { {
! i ) ; P
T
Ko

Der Barwert der ausstehen Zahlungen des Kunden (Kreditnehmer) im Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich als
Summe der abgezinsten Zinsbetrige mit dem Nullkuponzinssétzen bzw. Nullkuponabzinsfaktoren. Die
Ho6he der Zinszahlungen selbst wird dagegen mit dem Nominalzinssatz berechnet:

Zt = KO “lnom

BWy = BWo(Z1) + Ko - Goem)

t=1
BW, = Z Zt - Goet) T Ko - Goem) (2.5)
t=1
Die Preisfunktion hat folgende Form:
P(0) = =Ko + BWy = =Ko + Z Zt - oty + Ko - qoem) (2.6)
t=1

Beispiel:
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Eine Zinsschuld von 20000 EUR wird mit einem Jahreszinssatz von 5% verzinst. Die Laufzeit des Kredites
betragt 4 Jahre. Die Zinsen werden am Ende der Zinsperiode, am Ende des Jahres, ausgezahlt. Die
Zinszahlungen erfolgen nachschiissig. Die jahrlichen Zinsen sind konstant und belaufen sich auf 0, 05-20000
EUR = 1000 EUR. Jede der Zinszahlungen ist mit den Nullkupon-Abzinsfaktoren abzuzinsen, ebenso
der Nominalbetrag K, der am Ende der Laufzeit zuriickgezahlt wird:

BWo(Z1) = Z1 - Gioe_1) = 1000 - 0,9714 = 9714, 40
BWo(Za) = Za - Gioe2) = 1000 - 0,9262 = 9262, 20
BWo(Z3) = Z3 - Gioe_3) = 1000 - 0,8750 = 8750, 00
BWy(Z4) = Za - (o) = 1000 - 0,8262 = 8250, 00
BWy(Ko) = Ko - 401y = 20000 - 0, 8262 = 16524, 00

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BWq = BWo(Rl) + BWO(RQ) + BWQ(R;),) + BWO(R4) + BWO(KO) =
= 971,40 + 926, 20 + 875,00 + 825,00 + 16524,00 = 20121,6

Der Barwert BW, aller Zahlungen des Kreditnehmers, der mit Hilfe der Nullkuponzinssatze berechnet
wurde, betragt 20121,60 EUR. Nicht berticksichtigt wurde, dass der Kreditnehmer zum Zeitpunkt ¢ = 0
die Kreditsumme K, ausgezahlt wurde. Der Barwert aller Zahlungen, auch die der Kreditsaumme wird
in der Preisfunktion Py beriicksichtigt:

T
P(0) = —Ko+ BWy = =Ko + Z Zt - qoet) + Ko - qoer)
=1

P(0) = —20000 + 20121, 60 = 121, 60

Aus der Sicht des Kreditgebers erwirtschaften seine Zahlungen (Zinsen + Riickzahlung der Kreditsumme
- abgezinst zum Zeitpunkt ¢ = 0) geringfiigig mehr als die zum Zeitpunkt ¢ = 0 ausgezahlte Kreditsumme
, wenn die Marktbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 herangezogen werden.

Es lasst sich eben falls der Barwert des Finanzproduktes fiir den Zeitpunkt ¢ = 3 bestimmen. Der
Bewertungszeitraum ist nach wie vor der Zeitpunkt ¢ = 0. Es stehen dann noch 2 Zahlungen aus: die
Zinsen fiir die dritte Zinsperiode und die Abschlusszahlung von Nominalbetrag und Zinsen der vierten
Zinsperiode. Letztere sind mit dem zukunftigen Abzinsfaktor auf den Zeitpunkt ¢ = 3 abzuzinsen, da der
Bewertungszeitpunkt in der Zukunft liegt. Die Zinszahlung fiir die dritte Zinsperiode ist nicht abzuzinsen.
Der zukiinftige Abzinsfaktor ¢34y betrégt 0,9442. Vergleiche dazu Unterabschnitt 1.5.4-

(Z3)
BW;3(Z4) = Za - Ggscay = 1000 - 0,9442 = 944,20
BW3(Ko) = Ko - 43c_a) = 20000 - 0, 9442 = 18884
BW; = BW3(Z4) + BW3(Z4) + BW3(K) = 1000 + 944, 20 + 18884, 00 = 20828, 20

Mochte man den Kredit vorfristig ablosen, wére der Preis zu Marktbedingungen 20828,20 EUR. Man muss
beriicksichtigen, dass nach unseren Uberlegungen die Zinsen fiir die dritte Zinsperiode noch nicht gezahlt
wurden. Sonst beliefe sich der Betrag auf 19884,00 EUR. Es bleibt jedoch offen, ob das Kreditinstitut
bereit ist, auf die entfallenen Zinsen zu verzichten.
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2.2.2 Ratenschuld

Ratenschulden wurden bereits im 7?7 behandelt. Jetzt steht die Barwertberechnung und die Preisfunktion

im Mittelpunkt der Betrachtung. Im Unterschied zur Zinsschuld werden verénderliche Annuitéten gezahlt,

die sowohl Zinsen und Tilgungsbetrag enthalten. Der Tilgungsbetrag wird gleichméfig auf die Tilgungsperioden
verteilt.

Die Laufzeit einer Schuld sei in m Zinsperioden bzw. Zinszahlungen unterteilt. Am Ende jeder dieser
Perioden erfolgt die Zinsberechnung und die Zahlung der Annuitdt AN; = TB + Z;, j = 1,2,...,m.
Gegeben sei der periodenspezifische Zinssatz.

Der Tilgungsbetrag wird berechnet, in dem die Schuld Ko durch die Anzahl der Zinsperioden dividiert
wird:

TB; = ﬁ i=1,2,...m
m
TB; =TB = const.

Die Restschuld RS; berechnet sich aus Anfangsschuld Ky und den Tilgungsbetrigen T'B. Die Zinsen Z;
werden aus der Restschuld RS; und den Nominalzinssatz i,.., abgeleitet (ausfithrlich im ?7?):

t
RS, =Ko—t-TB=Ko-(1——)

. t—1. .
Zy = RS—1 - tnom = Ko - (1 - T) *tnom

Ay =TB+ Z;

Beispiel

Eine Schuld von 80000 EUR soll durch gleiche Tilgungsraten in 4 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
fallig. Zu berechnen sind die jahrlichen Annuitéten.

Der konstante Tilgungsbetrag fiir alle Zins(zahlungs)perioden betriigt 7B = 5999 = 20000. Die Grofien
RS;, Z; und AN; Vj sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS; TB Z; AN,

J

80000

60000 20000 4000 24000
40000 20000 3000 23000
20000 20000 2000 22000
0 20000 1000 21000

W~ O

Grafisch ergibt sich folgendes Bild:

RSy = Ky RSy RS, RS3 RS, =0
AN1 AN2 AN3 AN4
\ \ ! 4
0 1 2 3 T=4
T
Ky

Zur Berechnung des Barwertes ist jede Annuitét mit den Nullkuponabzinsfaktoren auf den Zeitpunkt
t = 0 abzuzinsen:
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BW,(ANy) = A
BWo(AN>)
BWy(AN;) = A
BW,(AN,)

N1 - Goe1) = 24000 - 0,9714 = 23313, 60
= AN3 - 402y = 23000 - 0, 9262 = 21302, 60
Ny - Gros) = 22000 - 0,8750 = 19250, 00
= AN, - G(oeg) = 21000 - 0,8262 = 17350, 20

Der Barwert BWj aller Einzahlungen des Kreditnehmers wird durch Addition der abgezinsten Annuitidten

berechnet:

BWy = BWo(ANl) + BWO(ANQ) + BWO(AN?,) + BWO(AN4) =

= 23313, 60 + 21302, 60 + 19250, 00 + 17350,20 =

Die Preisfunktion berticksichtigt den iiberlassenen Kreditbetrag Ky zum Zeitpunkt ¢ = 0 und es gilt:

P(O) =—-Ky+BWy=—-Ky+ BW()(ANl) + BWO(ANQ) + BW()(ANg) + BW()(AN4)

P(0)

Aus Sicht des Kreditnehmers ist der Ratenkredit gemessen an den Marktbedingungen zu teuer.

= —80000 + 81216, 40 = 1216, 40

Allgemein kann formuliert werden:

m
BWy = Z ANy - o)

t=1

P(0) = Ko+ BWo = —Ko+ Y _ AN; - Gos)

t=1

2.7)

(2.8)

Man kann, wie bei der Zinsschuld, den Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 3 berechnen, wenn der Bewertungszeitpunkt
bei ¢t = 0 bleibt. Es stehen noch zwei Zahlungen aus: die Annuitdt AN3 und die Abschlusszahlung AN,.

Erstere ist nicht abzuzinsen, letzter mit dem Abzinsfaktor (3. 4y = 0,9442.

BW3(AN3) = AN, = 22000

BWi(ANy) = ANy - 4zcqy = 21000 - 0, 9442 = 19828, 20
BW; = BW3(AN3) + BW3(AN,) = 22000 + 19828, 20 = 41828, 20

Auch hier ist zu beachten, dass die dritte Annuitét noch nicht gezahlt ist. Inklusiv der dritten Annuitét
konnte nach Marktbedingungen der Kredit im Zeitpunkt ¢ = 0 durch die Zahlung von 41828,20 EUR

ersetzt werden.

2.2.3 Anuitatenschuldschuld

Die Annuitédtenschuld, d.h. Tilgungsplédne mit konstanter Annuitét, wurde ausfithrlich im ?? behandelt.
Hier beschranken wir uns auf die Barwertberechnung und die Preisfunktion. Der wesentliche Unterschied
zur Ratentilgung ist die Konstanz der Annuitdt. Die Anzahl der Annuitétenzahlungen betrage m. Es
wurde gezeigt, dass sich die konstante Annuitit AN aus Anfangsschuld Ky und Nominalzinssatz i,om

errechnet:
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. m Z'nmn
AN = Ko - (1 +inom) T i)™ =1

Zur Bestimmung des Barwertes zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden wiederum die Nullkuponabzinsfaktoren
herangezogen. Die Annuitdten am Ende jeder Zinsperiode werden mit dem entsprechenden Abzinsfaktor
multipliziert und die so erhaltenen Teilbarwerte addiert:

BWo(AN;) = AN - Gocr)

BWy = AN ot = AN > o)

t=1 t=1

Beispiel

Eine Schuld von 80000 EUR soll durch gleiche Annuitédten in 4 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
fallig. Die konstante jahrliche Annuitéten ist folgende:

7
AN = Ko - (14 ipgpy)™ - ——mom
0 ( + 2 ) (1 + Znom)m _ 1
0,05
= 80000 - (1,05)* - m = 22560, 95

Grafisch ergibt sich fiir den Tilgungsprozess folgendes Bild:

RSy = Ky RS, RS, RS3 RS,
AN AN AN AN
A 1 1 1
0 1 2 3 m =4
/]\
—Ko

Zur Berechnung des Barwertes ist jede Annuitdt mit den Nullkuponabzinsfaktoren auf den Zeitpunkt
t = 0 abzuzinsen:

BWo(AN,) = AN - o1y = 22560,95 - 0,9714 = 21915, 71
BWo(AN3) = AN - o2 = 22560, 95 - 0,9262 = 20895,95
BW,(AN3) = AN - o3 = 22560, 95 - 0,8750 = 19740, 83
BW,(ANy) = AN - o, gy = 22560, 95 - 0,8262 = 18639, 86

Der Barwert aller Einzahlungen (Annuitaten) wird durch Addition der abgezinsten Annuitéten berechnet:

BWy = BWo(AN,) + BWy(AN3) + BWy(AN3) + BWo(AN,) =
= 21915, 71 + 20895, 95 + 19740, 83 + 18639, 86 = 81192, 35

Fiir die Preisfunktion gilt:

P(0) = —Ko + BWy = —Kq + BWo(AN;) + BWy(AN3) + BWo(AN3) + BWo(ANy)
P(0) = —80000 4 81192, 35 = 1192, 35
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Aus Sicht des Kreditnehmers ist der Ratenkredit gemessen an den Marktbedingungen zum Zeitpunkt
t = 0 zu teuer.

Allgemein gilt:

m
BWo = AN; - Goes) (2.9)
=1

P(0) = Ko+ BWo = =Ko+ Y _ ANy - Gty (2.10)

t=1

Man kann, wie bei der Zinsschuld und der Ratentilgung den Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 3 berechnen,
wenn der Bewertungszeitpunkt ¢ = 0 ist:

BW3(AN) = AN, = 22560, 95
BW4(AN) = AN - §(s._4) = 22560, 95 - 0,9442 = 21.302, 04
BWs3 = BW3(AN) + BW4(AN) = 22560, 95 + 21.302, 04 = 43863, 00

Auch hier ist zu beachten, dass die dritte Annuitat noch nicht gezahlt ist. Inklusiv der dritten Annuitat
koénnte nach Marktbedingungen der Kredit im Zeitpunkt ¢ = 0 durch die Zahlung von 43863,00 EUR
ersetzt werden.

2.3 Auflerborsliche Termingeschafte

In Termingeschéften vereinbaren zwei Vertragspartner, die Erfiillung des Vertrages (Zahlung oder Lieferungen)
iiber mehr als zwei Handelstage hinaus auf einen vereinbarten Zeitpunkt zu verschieben. Unterschiedliche
Zahlungen oder Lieferungen kénnen Gegenstand eines Termingeschéftes sein:

e Zahlung von Fremdwéhrungen (Die Vertragsparteien vereinbaren dden Austausch zweier Wahrungen
zu einem fixierten Wechselkurs zu einem bestimmten Zeitpunkt)

e Lieferung von Waren gegen eine Geldzahlung zu einem zukiinftigen Zeitpunkt.

Termingeschéfte konnen unter der Beteiligung der Borse abgeschlossen werden. Sie sind dann in der
Regel standardisiert und werden in der Form von Wertpapieren abgewickelt. Diese Wertpapiere sind
handelbar.Es existieren auch standardisierte Termingeschéfte, die ohne Beteiligung der Borse gehandelt
werden, sogenannte OTC-Geschéfte (over-the-counter). Handelbare Termingeschéfte werden im ?? ausfiihrlich
besprochen. Hier werden ausschlieBlich Termingeschéfte untersucht, welches auerborslich abgewickelt
werden und nicht handelbar sind.

2.3.1 Auflerborsliche Termingeschafte in Fremdwahrungen

Zwei Vertragsparteien vereinbaren zu einen bestimmten Termin in der Zukunft zwei Geldbetrige in
unterschiedlichen Wahrungen zu einen festen Wechselkurs auszutauschen. Beiden Parteien ist der tatséchliche
Wechselkurs zum Austauschtermin nicht bekannt. Die Vorteile einer solchen Vereinbarung liegt auf
der Hand: Soll eine Zahlung in Fremdwé&hrung in einem zukiinftigen Zeitpunkt erfolgen, kann man
auf diese Weise schon zum Vertragsabschluss die Bedingungen des Austausches von Heimatwéhrung in
Fremdwahrung absichern. Formal werden zwei Zahlungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 vereinbart:

A¢(1) Zahlung eines Geldbetrages in Wahrung 1 zum Zeitpunkt ¢
A;(2) Erhalt eines Geldbetrages in Wahrung 2 zum Zeitpunkt ¢
t=0 Zeitpunkt des Vertragsabschlusses
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Die Finanzstrome werden aus der Sicht des Zahlers in Wahrung 1 bzw. des Erhalters der Zahlung in
Wihrung 2 untersucht. Deshalb wird der Betrag der Zahlung in Wiahrung 1 mit negativem Vorzeichen
versehen, der Betrag in Wahrung 2 dagegen mit positivem Vorzeichen. Der Wechselkurs von Wahrung
1 zu Wéhrung 2 (Betrag der Wéhrung 1 fiir eine Einheit der Wéahrung 2) wird mit wk; (Wahrung 1,
Wahrung 2) bzw. wk(1,2) bezeichnet Es gilt:

Dabei sind A¢(1) der Betrag in Wahrung 1 (des Wahrungsraums 1) und A;(1) der Betrag in Wahrung 2
(des Wahrungsraums 2), die vereinbarungsgeméf} zum Zeitpunkt t getauscht werden.

Grafisch lassen sich die Finanzstrome folgendermaflen darstellen:

—A(1)
+
1=0 i
Vertragsabschluss
Ay(2)

Zur Bestimmung des Barwertes werden die Abzinsfaktoren bzw. die Nullkuponzinsen fiir beide Wahrungsrdume
(Wéhrung 1 und Wahrung 2) benotigt:

i1,real(0—¢) - Nullkupon-Zinssatz im Wahrungsraum 1

q1(0«t) - Nullkupon-Abzinsfaktor im Wahrungsraum 1

12 real(0—¢) - Nullkupon-Zinssatz im Wahrungsraum 2

G2(0«t) - Nullkupon-Abzinsfaktor im Wahrungsraum 2

Der Barwert kann nun bestimmt werden. Dabei ist zu beachten, dass der Barwert in der Wahrung
des Wiahrungsraum 1 berechnet wird. Haufig ist die Wahrung im Wahrungsraum 1 die sogenannte
Heimatwahrung. Grundsatzlich kann man aber auch den Barwert in der Wahrung des Wahrungsraum 2
bestimmen.

BWoy = A(1) - Gioert) + Ae(2) - whko(1,2) - Gogoert) (2.11)

Die Preisfunktion - auch in der Wahrung de Wahrungsraums 1 - ist identisch mit dem Barwert BWj:

Po = Ai(1) - Grioer) + At(2) - wko(1,2) - Gao—t) (2.12)

Beispiel:

Es wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 vereinbart, in zwei Jahren ¢ = 2 1000000 EUR in 1200000 USD zu tauschen.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gelten folgende Marktbedingungen:

who(EUR,USD) = 0, 842YR
IBEUR,real(0—2) = 0,0391
dEUR(0—2) = 0,9262
tUSD,real(0—2) = 0,040

qusp(o«2) = 0,9246
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Die Nullkuponzinsséatze fir den USD-Wahrungsraum wurden angenommen und nicht aus Nullkuponanleihen
bzw. Kuponanleihen berechnet.

Grafisch lassen sich die Finanzstrome folgendermaflen darstellen:

— A,(1) = -1000000 EUR
1

t=20 t=2
Vertragsabschluss T

A,(2) = 1200000 USD

BWy = As(1) - deur(o2) + A2(2) - who(EUR,USD) - qusp(o«2)
BW, = —1000000 - 0,9262 + 1200000 - 0,84 - 0,9246 = —926200 + 931996, 80 = 5796, 80

Der Barwert betrégt 5796,80 EUR. Aus Sicht des Zahlers von 1000000 EUR scheint das Geschéft leicht
vorteilhaft. Der Berechnung liegen Annahmen zur Entwicklung des Wechselkurses (wko(EUR,USD) =
1000000EU R/1200000USD = 0,833) zu Grunde. Wie sich der Wechselkurs tatsichlich entwickelt, ist
beiden Vertragsparteien nicht bekannt. Ein Barwert des Geschéftes nahe Null zum Vertragsabschluss
wére fair fir beide Seiten und entspriache auch den realen Zinssatzen mit einer Laufzeit von 2 Jahren fiir
beide Wahrungsraume.

BW, = —1000000 - 0,9262 + A3(2) - 0,84 - 0,9246 = —926200 + 931996,80 = 0
_ —926200
0,84 -0,9246

Das bedeuten, unter Markterwartungen im Zeitpunkt ¢ = 0 wiirde ein Tausch von 1000000 EUR in
1192536,28 USD einen Barwertes des Geschéftes von 0 EUR ergeben.

Ay(2) = = 1192536, 28

2.3.2 Auflerborsliche Termingeschafte mit Waren

AufBlerborsliche Termingeschéfte mit Waren erfordern Informationen {iber Rohstoffpreise, die im Rahmen
dieses Buches nicht besprochen werden kénnen. Im Unterschied zu Termingeschéften mit Geldbetréagen
muss davon ausgegangen werden, das Waren keine Zinsen produzieren und damit der Finanzstrom nur
aus einer Zahlung, die zu einem zukiinftigen Zeitpunkt erfolgt. Nur diese Zahlung kann abgezinst werden
und bestimmt den Barwert des Termingeschéftes.

Ein Termingeschéft mit Waren liegt vor, wenn zwei Vertragspartner vereinbaren, dass ein gewisse Menge
Ware M, gegen eine Geldbetrag A; geliefert werden, wobei die Lieferung der Ware als auch die Zahlung
des Geldbetrages in der Zukunft liegen, im Moment ¢t. Ware und Geld werden zum vereinbarten Preis p
im Moment ¢ ausgetauscht. Der vereinbarte Preis muss nicht mit dem tatsidchlichen Preis der Ware p,
identisch sein, dieser ist zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses beiden Partnern nicht bekannt. Bekannt
dagegen ist der Preis der Ware pg im Moment des Vertragsabschlusses.

Grafisch ergibt sich folgendes Bild der Fianz- und Warenstrome:

—A,
+
1=0 i
Vertragsabschluss T
M,
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Der Barwert der einzigen Zahlung A; kann durch Abzinsen mit den Nullkuponabzinsfaktoren gy
berechnet werden:

BWo(At) = At - Goe) (2.13)

Die Preisfunktion P, lautet:

Py = At - 4oty + M- po (2.14)

Wie im Termingeschéft mit Fremdwahrungen wird der zu zahlende Betrag A; mit negativem Vorzeichen
versehen.

Beispiel:

Es wird vereinbart, dass nach 2 Jahren gegen die Zahlung von 1000000 EUR ein Rohstoff im Umfang von
M = 5000 kg geliefert wird. Der Preis der Ware im Zeitpunkt ¢ = 2 beréigrt p, = 224EUE. Gleichzeitig

ist bekannt, dass der Preis der Ware im Zeitpunkt ¢ = 0, also zum Vertragsabschluss py = % ist.

Grafisch ergibt sich folgendes Bild der Fianz- und Warenstrome:

—A; = 1000000 EUR

1
t _ 0 t - 2
Vertragsabschluss T
My = 5000 kg

Zum Abzinsen wird der Nullkuponabzinsfaktor mit einer Restlaufzeit von 2 Jahren genutzt (Go«—2) =
0,9534). Der Barwert BW;(Ay) betragt:

BWoy(A2) = Az - 4(o+2)
BWy(Az) = —1000000 - 0,9534 = —953400

Die Preisfunktion lautet:

Po= Az qoc2) + M- po
Py = —1000000 - 0,9534 + 5000 - 180 = —953400 + 900000 = —53.400

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 scheint das Geschéft fiir den Kéaufer der Ware nicht vorteilhaft zu sein, wenn
unterstellt wird, dass der Preis der Ware sich nicht d&ndert. Er geht aber davon aus, dass er bei einem
Preis von py = % den dann fairen Preis von 1000000 EUR zu zahlen hiitte. Ob das Geschiift
tatsachlich vorteilhaft oder verlustbringend ist, wird sich erst zeigen, wenn der tatsachliche Rohstoffpreis
p2 bekannt ist, also zum Zeitpunkt ¢t = 2.

2.4 Forward Rate Agreements - Zinstermingeschafte

Forward Rate Agreements (FRAs) sind spezielle Termingeschéfte, bei denen die Vertragsparteien
vereinbaren, fiir eine zukiinftige Periode Zinszahlungen auszutauschen. Dabei wird der Festzinssatz -
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der sogenannte FRA-Zinssatz - bereits vor Beginn der Zinsperiode festgelegt. Der variable Zinssatz
wird zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt an Hand eines Referenzzinssatzes festgestellt. In
der darauffolgenden Zinsperiode wird ein vorher festgelegtes Kapital (Nominalwert) sowohl zum gefixten
Referenzzinssatz als auch zum Festzinssatz (FRA-Zinssatz) verzinst. Am Ende der FRA-Zinsperiode
zahlt der Kéufer des FRA dem Verkdufer den Nominalwert plus Zinsen und der Verkiufer seinerseits
den Nominalwert plus Zinsen. Da beide Parteien den gleichen Nominalwert und die Zinsen austauschen,
reduziert sich der tatséchliche Austausch auf die Zinsdifferenz. Das hat fiir den Kéufer (meistens ein
Unternehmen) einer FRA den Vorteil, dass er unabhéingig vom Marktzins einen festen Zinsaufwand (z.B.
fiir einen Kredit) hat, besonders aber auch dann, wenn der Referenzzinssatz grofier als der im Vertrag
vereinbarte FRA-Zinssatz ist. In diesem Fall muss der Verk&ufer (die Bank) die Zinsdifferenz ausgleichen.
Auch fiir den Verkaufer (héufig eine Bank) kann der Vertrag vorteilhaft sein, ndmlich dann, wenn der
Referenzzinssatz kleiner als der vereinbarte FRA-Zinssatz ist, weil dann der Kaufer die Zinsdifferenz
ausgleichen muss.

Bei Forward Rate Agreements handelt es sich um ein derivatives Finanzprodukt. Derivative Finanzprodukte
beziehen sich auf ein Basisposition (underlying), aus denen sich Zahlungen ableiten lassen. Bei Forward

Rate Agreements ist die Basisposition der Nominalwert, aus dem Zinsen und schlie8lich auch die Ausgleichszahlung
abgeleitet werden. Die Basisposition wird nicht ausgetauscht, bestimmt aber wesentlich die Ausgleichszahlung,

wie spater gezeigt wird.

Es werden zwei Zeitperioden (bzw. drei Zeitpunkte) festgelegt:

Vorlaufzeit FRA-Periode

4 4 4
t t t

to tq T

Die beiden Zeitperioden bestimmen auch die Bezeichnung des FRA (Forward Rate Agreements). Die
Zeitperioden werden in Monaten gemessen. Ein FRA mit einer Vorlaufzeit von t; —ty Monaten und einer
FRA-Zinsperiode von T — t; Monaten erhélt die Notation t; —to/T . Zum Beispiel: Bei einer Vorlaufzeit
von 3 Monaten und einer FRA-Zinsperiode von 6 Monaten lautet die Notation 3/9.

Es wird zum Zeitpunkt ¢y eine Vereinbarung iiber den FRA-Zinssatzes ipra(t; — T)) und die Hohe
des Nominalwertes N getroffen. Gleichzeitig wird der Beginn und das Ende der Vorlaufzeit und der
FRA-Zinsperiode festgelegt. Ein Kapitalaustausch findet nicht statt. Im Zeitpunkt ¢; erfolgt das Fixing
des Referenzzinssatzes (irgpp(t1 — T)). Zum Zeitpunkt T werden die Zinsen fiir jede Vertragspartei
berechnet und eine Ausgleichszahlung A berechnet. Die Ausgleichszahlung wird in der Regel zum
Zeitpunkt t; vorgenommen. Dazu ist es notig, den fiir den Zeitpunkt T berechneten Betrag auf den

Zeitpunkt ¢; abzuzinsen. Zum Abzinsen verwendet man Abzinsfaktoren — L 7=, die auf dem
1+'LREF(t1_>T)'7350

Referenzzinssatz ipgr(t1 — T') basieren. :

e wenn der Referenzzinssatz grofer ist als der FRA-Zinssatz muss der Verkéufer des FRA (die Bank)
die Zinsdifferenz ausgleichen. (irgpp(t1 = T) > ipgra(ti = T)))

e wenn der FRA-Zinssatz grofler ist als der Referenzzinssatz muss der Kaufer des FRA die Zinsdifferenz
ausgleichen. (ipra(to = T)) > irgr(t1 = T))

Die zur Berechnung wichtigen Termine und Zahlungen sind in der nachfolgenden Grafik dargestellt:

Ausgleichszahlung Ay, Ay, Ar =27y — 7y
to 131 T
Festlegung FRA-Zinssatz, Perioden
Fixing Referenzzinssatz
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Bezeichnungen:

to Vertagsabschluss
t1 Fixing day, Beginn der FRA-Zinsperiode
T Erfilllungs- oder Abrechnungstag, Ende der FRA-Zinsperiode

(to,t1) Vorlaufzeit
(t1,T) FRA-Periode

Z Zinsen zum Festzinssatz (FRA-Zinssatz)

Zo Zinsen zum variablen Zinssatz (gefixten Referenzzinssatz)

Ar Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt T

Ay, Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt ¢; (abgezinster Betrag der Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt ¢;)
Ay, Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt to (abgezinster Betrag der Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt o)

Zwischen fixing day und Beginn der FRA-Zinsperiode liegen in der Regel zwei Handelstage, hier wird das
jedoch vernachléssigt.

Es sind nun die Zinsen beider Parteien zu berechnen. Dazu bendtigt man neben den beiden Zinssatzen
(FRA-Zinssatz ippa(ts — T)) und den zum Zeitpunkt ¢; gefixten Referenzzinssatz igppp(t1 — T') den
Nominalwert N des Geschéftes. Von der Dauer der FRA-Zinsperiode hangt ab, ob die Zinsen einfach,
exponentiell oder gemischt verzinst werden. Da héaufig die Zinsperiode unterjahrig ist, wahlen wir die
einfache Verzinsung. Als ”day-count-convention” wird 30/360 gewéhlt. Referenzzinssatz und FRA-
Zinssatz werden als Jahreszinssétze angegeben.

) T—1
Zi = N ipna(ts = T)) - 3601 (2.15)
T—t
o 2.16
2 ZREF(I_> )) 360 ( )
. T—t r—t
Ar =2y~ Zy =N [irralts = 7)) - 5% —inpp(ts = 7)) - —5~]
1
Ay, =Ar- -
h ’ 1+igpp(ti — T) Lk
' T—t -t !
=N [ippa(t1 = T)) —— —irpr(ti > T))- ' 2
lirra(t1 ) 360 rer(f ) 360 © 1+4ippp(ty —T)- L5k 210

Beispiel:

Ein Unternehmen kauft zum Zeitpunkz ¢p = 0 ein FRA (Long FRA - 3/9) mit einer Vorlaufzeit von
3 Monaten und einer FRA-Zinsperiode von 6 Monaten. Als Referenzzinssatz wird der EURIBOR
festgelegt. Zunéchst ist der ”‘faire”’” FRA-Zinssatz ipra(3 — 9) zu bestimmen. Dazu bendtigt man die
Referenzzinssatze igyrrpor(0 — 3) und igyrrsor(0 — 9), die der aktuellen Zinskurve zu entnehmen
sind. Sie betragen:

irvriBor(0 — 3) = 0,02
ipvriBor(0 — 9) = 0,03

Die Berechnung erfolgt entsprechend dem Vorgehen im Unterabschnitt 1.5.4:
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270 90 180

(1+2EURIBOR(0—>9)'7360)=(1+zEURIBOR(O—>3)~%)~(1+ZFRA(3_>9).%)
270 90 180
1 2o 2. (144 ,
( +0,03 360) ( +0,0 360) ( +1FRA(3~>9) 360)
180
1,0225 = 1,005 - (1 + ippa(3 = 9) - 50)
180
1,0174—-1=1 b
, 017 irra(3—9) 360
360
070174'@22}7]{,4(3—)9)

irrA(3 — 9) =0,0348

Der faire FRA-Zinssatz, errechnet mit Kenntnisstand zum Tag des Vertragsabschlusses ¢ = 0, betréagt
3,48%. Dieser wird auch fiir das Geschéft vereinbart. Nach 3 Monaten wird der EURIBOR mit einer
Laufzeit von 6 Monaten fest gestellt (ipyrrpor(3 = 9) = 3,25%).

Es kénnen nun die Zinsen beider Parteien und die Ausgleichszahlung berechnet werden:

180 180

Z1 =N -i 2= . 48 . — =174

1 irra(3—9)) 360 000000 - 0,0348 360 7400

180 180

Zo=N -1 ——=1 . 25 — =162

9 iruvrIBOR(3 = 9) 360 000000 - 0,0325 360 6250
Ag = 71 — Zy = 17400 — 16250 = 1150

1 1

Az = Ag - =1150 - —— = = 1131,61

T 14 iguriBor(3 = 9) - 10 140,025 - 180

Die Zinsdifferenz am Ende der Laufzeit Ag betrigt 1150 EUR. Dieser Betrag ist mit m

abzuzinsen. Die Ausgleichszahlung betragt dann 1131,61 EUR und ist vom Kéaufer am Beginn der FRA-
Zinsperiode zu begleichen.

Es findet nur eine Zahlung statt: die abgezinste Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt ¢;. Der Barwert BW,,
der Ausgleichszahlung zum Zeitpunkt ¢ ist gleich Null. Zu diesem Zeitpunkt ist der gefixte Wert des
Referenzzinssatzes nicht bekannt, so dass auf den zukiinftigen Zinssatz (fairen Zinssatz) zuriickgegriffen
werden muss, der 3,48% betragt. Da fiir das Geschaft dieser Zinssatz vereinbart wurde, stimmen FRA-
Zinssatz und der erwartete Wert des Referenzzinssatzes {iberein, so dass es zu keiner Ausgleichszahlung
kommt. Das Bild dndert sich natiirlich, wenn nicht der ”faire” Zinssatz als FRA-Zinssatz gewahlt wird,
z.B. ipra(3 — 9)) = 0,03. Dann ergébe sich folgender Barwert BW;,:

180 180
Z1=N-i 3—9)) - — = 1000000 - 0,03 - — = 15000
! irra(3 = 9)- 555 777360
Zog=N-1i (3—)9)-@—1000000-00348-@—17400
> = EURIBOR,FUTUR 360 — ; 360 —
Ag = Z7 — Z5 = 15000 — 17400 = —2400
1
Ag— Ay — — _2358,95
? Y1 ipurRIBOR(3 —9) - 550
1 1
BW;, = Ag- —— o = —2358,95 — = —9347,21
1+ZEURIBOR(O_>3)’% 140,02 555

Beim Kenntnisstand zum Zeitpunkt ¢y erwartet der Kéufer eine Ausgleichszahlung von 2358,95 EUR,
deren Wert zum Vertragsabschluss 2347,21 EUR betrégt.

Obwohl der Nominalbetrag nicht eingezahlt bzw. mit Zinsen am Ende der Zinsperiode wieder erhalten
wird, konnen diese ”‘fiktiven”’ Zahlungen zur Berechnung des Barwertes des Geschéftes herangezogen
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werden. Dazu stellen wir uns auf die Seite des Kéaufers eines FRA (long FRA). Der Kéaufer zahlt
7fiktiv?’ im Zeitpunkt t; den Nominalbetrag N und entnimmt zum Zeitpunkt 7" den Betrag N + IV -
irra(ti = T)). Zur Barwertberechnung sind alle drei Betrdge zum Bewertungszeitpunkt (hier Tag des
Vertragsabschlusses ). Damit ergeben sich folgende drei Zahlungen:

1. N zum Zeitpunkt ¢,

2. -N zum Zeitpunkt T

3. Die Zinsen der Festzinsseite N - ippa(t; — T)) zum Zeitpunkt T’

Die abgezinsten Betrige (zum Zeitpunkt ¢ - dem Bewertungstag -) sind:

1. N- ! i1 1o

1+igpurrBor(to—t1)- 55

2. —N - L

- T—¢
14+igvrrBor(to—=T)- 555>

. T—t 1
3. N-i ty = T)- L.
FRA( ! ) 360 1+7;EURIBOR(t0‘>T)'T3_580

Fiir das Beispiel gilt:

1

. - 50~ = 1000000 - 5o~ = 1000000 - 0,995025 = 995025
1+ZEURIBOR(04)3)‘% 140,02 555
1 1

B\ — = = 1000000 - ———— = —1000000 - 0, 977995 = —977995
1 +igurrBor(0 = 9) - 555 140,03 555

180 1 180 1

—N i 3—9) . —- = —1000000-0,0348 - — - ——— = = —1131,61
rraB ) 360 1T imomrmon(0 = 9) - 20 360 1+0,03- 20

Zur Bestimmung des Barwertes des Geschéftes zum Zeitpunkt ¢y sind alle drei Zahlungen auf diesen
Zeitpunkt abzuzinsen:

BW,, = 995025 — 977995 — 1131, 61 = 15898, 39

Der Barwert des Geschéftes betriagt 15898,39 EUR.
Aus der Sicht der variablen Zinsseite ergibt sich zum Zeitpunkt ¢; folgendes Bild: Der erhaltene ” ‘fiktive”’
Betrag wird zum Zeitpunkt T mit Zinsen zuriickgezahlt. Da der Referenzzinssatz sowohl zur Berechnung

der Zinsen als auch zum Diskontieren auf den Zeitpunkt t; verwendet wird, ist der abgezinste Betrag
identisch dem Nominalwert N.

Die Preisfunktion entspricht dem Barwert des Geschéftes:

1 1
W =N oot Bl Th e
rurIBor(to = t1) - 55 +igpvripor(to = T) - 555
. T—1t 1 1
— N -ippa(ti = T) - : - X
( ) 360 1+igurisor(to = T) L5 1+ iguripor(to > T) - L5lo
1
PW, =N - - P
L +igurrior(to — t1) - g5
) 1
~N-(1+ipra(ts = T))- = (2.18)

1 +igurrBor(to = T) - 555"
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2.5 Zinsswaps

Zinsswaps sind derivative Finanzinstrumente, die eine gewisse Ahnlichkeit mit Forward Rate Agreements
haben. Es wird vereinbart, dass beide Seiten zu einem bestimmten Zeitpunkt Zinszahlungen austauschen,
diesmal Festzinsen gegen variable Zinsen. Beim FRA fixieren beide Seiten einen Fixzinssatz, der nach
einem gewissen Zeitraum mit einem Referenzzinssatz verglichen wird und eine Ausgleichszahlung generiert.
Im gewissen Sinne handelt es sich um eine Wette iiber die Hohe des Referenzzinssatzes zu einem zukiinftigen
Zeitraum. Beim Swap dagegen geht es um reinen Tausch von Festzinsen zu variablen Zinsen oder
umgekehrt. Die variablen Zinsen sind an einem Referenzzinssatz gebunden, welcher zu einem festen
Zeitpunkt festgestellt wird. Beim Swap erfolgt - nicht wie beim FRA nur ein Austausch der Zinsen in
Form einer Ausgleichszahlung, sondern es werden mehrere Zinszahlungen vereinbart. In diesem Sinne
ist die Festzinsseite einer festverzinslichen Anleihe dhnlich, die periodisch nach einem Nominalzinssatz
konstante Zinsertrige abwirft. Die variable Seite dagegen dhnelt einer Floating Rate Note (FRN), die
periodisch variable Zinsen erwirtschaftet.

Es wird zwischen Payer- und Recieverswap unterschieden. Beim Payerswap zahlt man feste Zinsen
und erhélt variable Zinsen, beim Recieverswap werden variable Zinsen gezahlt und man erhélt feste
Zinsen.

2.5.1 Plain Vanilla Swaps

Man unterscheidet eine Reihe von speziellen Swaps, einige davon werden im folgenden behandelt. Die
wohl einfachste Form ist der Plain Vanilla Swap. Die eine Seite erhélt die Zinsen (Festzinsen) auf Basis
des im Voraus definierten Festzinssatzes (Swapsatzes). Die andere Seite erhélt die variablen Zinsen auf
der Basis eines Referenzzinssatzes. Der Nominalwert ist fest und wird zu Vertragsbeginn (¢y) festgelegt.
Der Referenzzinssatz wird zum ersten Mal zu einem festgelegten Zeitpunkt tg gefixt. Die Zinsperiode
beginnt - wie beim FRA nach etwa 2 Handelstagen. In unserer Darstellung werden wir diese Zeitdifferenz
zwischen Fixing und Beginn der Zinsperiode vernachléssigen. Der Austausch der Zinszahlungen erfolgt
am Ende der Zinsperiode (nachschiissige Zinszahlung). In der Regel werden mehr als eine Zinsperiode
vereinbart. Auf den Austausch der Nominalwerte (diese sind fiir beide Seiten gleich), kann verzichtet
werden, da die anfallenden Zinsen jeweils zum Zinszahlungstermin ausgetauscht werden und damit keine
Akkumulation des Nominalwertes erfolgt.

Es wird zum Zeitpunkt ¢( eine Vereinbarung iiber den Swapinssatzes isy 4 p und die Hohe des Nominalwertes
N getroffen. Im Zeitpunkt to erfolgt das erste Fixing des Referenzzinssatzes (iggpr(to — t1)) und es
erfolgen am Ende der Zinsperiode t; die ersten Zinszahlungen. Zum Zeitpunkt ¢; wird wiederum
der Referenzzinssatz gefixt (igrgr(t1 — t2)) und am Ende der zweiten Zinsperiode die Zinszahlungen
durchgefiihrt. Die letzte Zinsperiode dauert vom Zeitpunkt 7" — 1 bis zum Zeitpunkt T, der gefixte
Referenzzinssatz (irpp(T —1 — T')) bestimmt die letzten Zinszahlungen zum Zeitpunkt 7T

In der nachfolgenden Grafiken sind die Zinszahlungen eines Plain Vanilla Swaps dargestellt:

fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung
3 \J 1
to 131 ta T-1 T
T T )
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2.Fizing 3.Fixing letzt.Fixing

Die Zinsen werden fiir die Festzinsseite Zy;; und die variablen Seite getrennt Z; ., berechnet. Wir setzen
dabei voraus, dass die Zinsperiode ein Jahr betragt und die Jahreszinssétze gegeben sind. Es flielen nicht
die eigentlichen Zinsen, sondern die Zinsdiffernz A, ;.. \) = Zpiz — Z(4;,4;,1 war), die entweder von der

Festzinsseite (wenn A1) < 0) oder von der variablen Zinsseite At ,t;.1) > 0 zu tragen sind.
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Zfiz = Z(t; t; 1, fiz) = N -iswap = const
Z(tj*tj+lyva”“) =N- ZRE’F(t] — tj+1)

A ty01) = Lty ty5,fiw) — Lty t541,0a7)

Die Barwertbestimmung kann zunéachst fiir die Festzinsseite und variable Seite getrennt erfolgen. Sie
entspricht auf der Festzinsseite einer festverzinslichen Anleihe, auf der variablen Seite einem Floater.
Dazu wird auf den Unterabschnitt 2.8.1 bzw. auf den Abschnitt 2.9 verwiesen. Als Bewertungszeitpunkt
wird tg gewahlt.

Dazu nutzen wir die Abzinsfaktoren G ) mit t = t1,ta,...,%;,..., T, die auf der Basis der Nullkupon-

Zinskurve abgeleitet wurden. Dadurch ist es moglich, die bereits berechneten Abzinsfaktoren aus Unterabschnitt 1.5.2
zu nutzen. Das entspricht nicht der iiblichen Praxis, wo entweder Nullkupon-ERIBOR- oder Nullkupon-
LIBOR-Zinskurven (bei Laufzeiten des Swaps bis zu einem Jahr) oder sogenannte SWAP-Kurven bei

langeren Laufzeiten zur Bestimmung der Abzinsfaktoren zur Anwendung kommen.

1. Die Nutzung der Null-Kupon-Abzinsfaktoren vereinfacht die Darlegung und erlaubt, die bisherigen
Abzinsfaktoren auch weiterhin anwenden zu koénnen.

BWO(Z(tj,tj+17fix)) = Z(tj,tj+17fi3?) : qA(0<—tj+1) (219)
BWO(Z(tj,thrl,var)) = Z(tj,tj+1,var) ’ Q(O<—tj+1) (220)
BWo(At;t,01)) = (Zity 41, fiz) = Zitg,t 01 ,0ar)) - Q0t;41)
T
BW, = Z [BWO(Z(tjth+1vfi£)) - BWO(Z(tjvtwlﬂ)a?"))] (2.21)

t=t1

T
BWo =Y BWo(A.4,,1))

t=ty

Die variablen Zinssétze irpp(t; — t;j41) sind zum Zeitpunkt ¢ = ¢; nicht bekannt (mit Ausnahme von
(t; = to)). Es werden deshalb die Forwardzinssétze verwendet. Zu beachten ist, dass die zukiinftigen
Zinssitze aus der gleichen Zinskurve resultieren, wie die Abzinsfaktoren g(o+,)-

Beispiel:

Zunachst wird ein Swap bewertet, deren Zinsperioden genau ein Jahr betragen. Die Laufzeit des Swaps
betrage 3 Jahre. Es handelt sich um einen Payer-Swap, d.h. man zahlt feste Zinsen und erhélt variable
Zinsen. Der Nominalwert des Swaps betragt 100000 EUR. Der vereinbarte Festzinssatz betrage 5%. Als
Referenzzinssatz wird der Zinssatz der Nullkupon-Zinskurve gew#hlt. Die nachfolgende Grafik zeigt die
entsprechenden Zahlungen:

fizeZinszahlung fixeZinszahlung fizeZinszahlung
] \ 3
0 1 2 3
T 1) T
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Zur Berechnung des Barwertes ziehen wir die Nullkuponzinssatze aus dem Unterabschnitt 1.5.2 heran.

1Sowohl die Konstruktion als auch der Aufbau dieser Zinsstrukturkurven ist der bisher verwendeten Nullkuponzinskurve
dhnlich, siehe [Inv21]
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Restlaufzeit | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0,0455 0,8750

Die Zinsen der Festzinsseite werden mit Hilfe des Nominalweres und dem Festzinssatz (Swapsatz) berechnet:

Ziz = N -isgwap = 100000 - 0,05 = 5000

Die Festzinsen betragen fiir jede der Zinsperioden 5000 EUR .

Um die variable Seite fiir das 2. und 3. Fixing zu berechnen bendtigen wir die zukiinftigen Zinssétze.
Fiir das erste Fixing (bzw. fiir die erste Zinsperiode) sind ist der variable Zinssatz bekannt und betrégt
2,94%. (vgl. dazu Abschnitt 2.9):

1 2 3
0 | 0,0294 | 0,0391 | 0,0455
1 0,0489 | 0,0536
2 0,0585
Damit gilt:

Z(tt;410ar) = N ~irEF(t; = tjt1)
Z01,var) = N - irr(0 — 1) = 100000 - 0,0294 = 2940
Z(1 2,0ar) = N ~irpr(l — 2) = 100000 - 0,0489 = 4890

(
) iREF(2 — 3)

Z23war) =N = 100000 - 0, 0585 = 5850

Wir konkretisieren die Grafik der Finanzstrome mit den konkreten Werten:

Zfie = 5000 Zgiz = 5000 Z iz = 5000
\ 1 3
0 I 2 3
T T T
Z(0,1,var) = 2940 Z(1,2,var) = 4890 Z(2,3,var) = 5850
1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Jetzt erfolgt die Barwertberechnung der Festzinsseite ( die Festzinsen werden mit den Abzinsfaktoren
q(o«t,) diskontiert:

BWo(Zfix,t;) = Zriz - Goet;)

BWo(Zpiz1) = 5000 - dor) = 5000 - 0,9714 = 4857

BWo(Zjiz2) = 5000 - 4o2) = 5000 - 0,9262 = 4631

BWo(Ziz.3) = 5000 - 4oe3) = 5000 - 0,8750 = 4375
BWy(Zyiy) = 4857 + 4631 + 4375 = 13863
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und die Barwertberechnung der variablen Seite (auch hier werden Abzinsfaktoren §(o.¢,) zum Diskontieren
genutzt:

BWo(Z(1;,t;41,0ar)) = Z(t;,t)41,0ar) * A0t
BWo(Zo1.0ar) = Z(01.0ar) - i0e1) = 2940 - 0,9714 = 2855, 92
BWo(Z(12.0am) = Z(1 2.0ar) - Goz) = 4890 - 0,9262 = 4529, 12
BWo(Z3.5,0ar) = Z3.5.war) - Q(0s) = 5850 - 0, 8750 = 5118, 75
BWy(Zyar) = 2855,92 4 4529, 12 + 5118, 75 = 12503, 78

Der Barwert BW, betragt:

BWy = BWo(Ztiz) — BWo(Zyar) = 13863 — 12503, 78 = 1359, 22

Die Preisfunktion ist in diesem Fall identisch mit dem Barwert:

Py = BWy = BWo(Zsia) — BWo(Zyar) = 1359, 22

Der Barwert und der Wert der Preisfunktion betragt 1359,22 EUR. Damit entspricht der vereinbarte
Festzinssatz nicht den Marktbedingungen und kann nicht als fair bezeichnet werden. Wir kénnen aber
posteriori den ”fairen” Festzinssatz bestimmen.

BWy = BWo(Ztiz) — BWo(Zuar) = BWo(Z i) — 12503,78 = 0
BWo(Zin. fair) = 12503,78
Zfie = N - isW AP, fair
BWo(Zfix. fair) = 100000 - isw ap. fair - 0,9714 + 100000 - isw ap fair - 0, 9262+
= 100000 - isw 4P, fair - 0, 8750
BWo(Z ia.fair) = 100000 - igyw ap, fair - (0,9714 + 0, 9262 + 0, 8750)
12503, 78

LSW AP, fair = 7790 0,0451

Der "faire” Festzinssatz sollte 4, 51% betragen. Unter diesen Umstéanden wiirde der Barwert der Festzinsseite
gleich dem Barwert der variablen Seite (mit umgekehrten Vorzeichen) sein und 12503,78 EUR, betragen.
Daraus ergibt sich ein Barwert BW, des Swaps zum Zeitpunkt ¢ = 0 vom Wert 0. Mit anderen
Worten: Um einen marktgerechten Festzinssatz zu verwenden, muss in diesem Beispiel der urspriingliche
Festzinssatz von 5% auf 4,51% korrigiert werden:

BWo(Zyar) = 12503, 78
BWo(Z i, fair) = 100000 - isw ap,_fair - (0,9714 40,9262 + 0, 8750) =
= 100000 - 0, 0451 - (0,9714 + 0,9262 + 0,8750) = 12503, 78
BWy = BWo(Ztiz) — BWo(Zyar) =0

Die Preisfunktion ist identisch mit dem Barwert:

Py =BW, = BWO(me) + BWO(Zvar) =0
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Der Barwert zu einem anderen Zeitpunkt kann auch bei einem Zinssatz von 4,51% von Null abweichen,
z. B. zum Zeitpunkt ¢ = 2. Es stehen dann noch zwei Zahlungen aus (eine mit festen Zinssatz, eine
mit variablen Zinssatz - jeweils zum Zeitpunkt ¢ = 3). Zum Zeitpunkt ¢ = 2 ist der variable Zinssatz
bereits bekannt. Sollte dieser gleich dem Fixzinssatz sein - was sehr unwahrscheinlich ist - | ergébe sich
wiederum ein Barwert BW5 = 0, sonst ein Wert verschieden von Null.

Es sei angenommen, dass der tatséchliche variable Zinssatz iggr(2 — 3) = 0,05 betrigt. Daraus ergeben
sich folgende Zinsen der variablen und festen Seite:

Z2,3,fest) = N - iswap = 100000 - 0,0451 = 4510
Z(2,3var) = N -irgr(2 — 3) = 100000 - 0,050 = 5000

1

Die entsprechenden Barwerte lauten, wobei der Abzinsfaktor §o.3) = THrer(0o3) = 1+010585 =0,9942
ist : ' ’
BWy(Zgiz,3) = 5000 - Ga3) = 4520 - 0,9942 = 4483, 84
BWs(Z2,3,0ar)) = Z(2,3,0ar) * d(23) = 5000 - 0,9942 = 4970, 92
und:

BWs = BWs(Ziz3) — BWa(Z(2.3.0ar)) = 4493, 71 — 4970,92 = —487,08

Der Barwert betragt -487,08 EUR, obwohl zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein fairer Swapsatz vereinbart wurde.

Die Preisfunktion ist in diesem Fall identisch mit dem Barwert:

Py = BW, = BWy(Ziz) — BWa(Zyar) = —487,08

2.5.2 Forward Swaps

Ein Forward-Swap unterscheidet sich vom Plain Vanilla Swap dadurch, dass der eigentliche Swap erst
nach einer Vorlaufzeit beginnt. In der nachfolgenden Grafik ist die Periodisierung eines Forwardswaps
dargestellt:

Vorlaufzeit 1. Zinsperiode 2. Zinsperiode letzte Zinsperiode

4 4 4 4 y
t t t t 1

to ty to T-1 T

Es wird zum Zeitpunkt ¢( eine Vereinbarung iiber den Swapsatzes igw 4 p und die Hohe des Nominalwertes
N getroffen. Gleichzeitig wird der Beginn und das Ende der Vorlaufzeit und die Lénge und Anzahl der
Zinsperioden festgelegt. Im Zeitpunkt ¢; erfolgt das erste Fixing des Referenzzinssatzes (iggpr(t1 — t2))
und es erfolgen zum Zeitpunkt to die ersten Zinszahlungen. Zum Zeitpunkt ¢5 wird wiederum der
Referenzzinssatz gefixt (irgpr(t2 — t3)) und zum Zeitpunkt ¢3 die Zinszahlungen fiir die zweite Zinsperiode
durchgefiihrt: Die letzte Zinsperiode dauert vom Zeitpunkt 7' — 1 bis zum Zeitpunkt 7', der gefixte
Referenzzinssatz (irpp(T —1 — T')) bestimmt die letzten Zinszahlungen zum Zeitpunkt 7'
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fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung

Vorlaufzeit \ 4
to 1 123 T-1 T
T T
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Die Berechnung der Zinszahlungen und der Barwerte beider Seiten ist unter Berticksichtigung der Vorlaufzeit
anzupassen.

Lig = Z(tj,tj+17fiflf) = N -igwap = const (2.22)
2ty ty41war) = N - irEF(t; — tj41) (2.23)
Atyty400) = Lty by, fiw) = Lty 41 0ar)
Die Barwertbestimmung kann zunéchst fiir die Festzinsseite und variable Seite getrennt erfolgen.
Dazu nutzen wir die Abzinsfaktoren G, ) mit ¢ = ty,%2,...,t;,..., T, die auf der Basis der Nullkupon-

Zinskurve abgeleitet wurden. Dadurch ist es moglich, die bereits berechneten Abzinsfaktoren aus Unterabschnitt 1.5.2
zu nutzen.

BWo(Z 16,41, fi2) = Zt; 6541, fiz) " Atot 1) (2.24)
BWO(Z(tj,tj+1,’UllT‘)) = Z(tj7tj+1,'uar) ! qA(t0<—tj+1) (2'25)
BWO(A(tjatHl)) = (Z(fjvtjﬂafiﬂi) - Z(tjatjﬂ,va?“)) : qA(to<—tj+1)
T
BWy = Z BWy [(Z(tjatjﬂ,fiw)) - BWO(Z(tjatjﬂ,vaT))] (2.26)
t=to
T
BWy =Y BWy(Ay, 1)
t=to

Die variablen Zinsen irgp(t; — tj+1) sind zum Zeitpunkt ¢ = ¢; nicht bekannt (auch fiir (¢; = ¢9)). Es
werden deshalb die Forwardzinsen verwendet.

Beispiel:

Es wird ein Swap bewertet, deren Zinsperioden genau ein Jahr betragen, auch die Vorlaufzeit ist ganzjahrig
(hier 1 Jahr). Die Laufzeit des Swaps betrage 4 Jahre (inklusive der Vorlaufzeit). Es handelt sich um
einen Payer-Swap, d.h. man zahlt feste Zinsen und erhélt variable Zinsen. Der Nominalwert des Swaps
betragt 100000 EUR. Der vereinbarte Festzinssatz betrage 5%. Als Referenzzinssatz wird die Nullkupon-
Zinskurve gewéhlt. Die nachfolgende Grafik zeigt die entsprechenden Zahlungen:

fizeZinszahlung fizeZinszahlung fixeZinszahlung

Vorlaufzeit { i) 1
0 i 5 3 i
) ) )

var.Zinszahlung wvar.Zinszahlung var.Zinszahlung

1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing
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Zur Berechnung des Barwertes ziehen wir die Nullkuponzinssitze aus dem Unterabschnitt 1.5.2 heran.
Im Unterschied zu Plain-Vanilla-Swaps benétigen wir auch die Nullkuponzinssétze und Abzinsfaktoren
mit einer Restlaufzeit von 4 Jahren. Dariiber hinaus ist der variable Zinssatz fiir alle Zinsperioden zum
Zeitpunkt ¢ = 0 nicht bekannt und es muss auch fiir die erste Zinsperiode die zukiinftigen Zinssatze
genutzt werden. Im Vergleich dazu wurde bei Plain Vanilla Swaps fiir die erste Zinsperiode der zum
Zeitpunkt ¢t = 0 gefixte Zinssatz verwendet.

Restlaufzeit | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0,0455 0,8750
4 Jahre 0,0489 0,8262

Die Festzinsseite:

Ziz = N ~isgwap = 100000 - 0,05 = 5000

Die Festzinsen betragen 5000 EUR .

Um die variable Seite zu berechnen benétigen wir die zukiinftigen Zinssétze:

1 2 3 4
0 10,0294 | 0,0391 | 0,0455 | 0,0489
1 0,0489 | 0,0536 | 0,0554
2 0,0585 | 0,0588
3 0,0591
Damit gilt:

Z(t; 41 0ar) = N irpr(t; = tjt1)
Z(1,2,0ar) = N - irpr(1 — 2) = 100000 - 0,0489 = 4890
Z(2.30ary = N -irpr(2 — 3) = 100000 - 0,0585 = 5850
Z(3,4,0ar) = N - iger(3 — 4) = 100000 - 0,0591 = 5910

Wir konkretisieren das Schema der Finanzstrome mit den konkreten Werten:

Z iz = 5000 Z iz = 5000 Z iz = 5000
Vorlaufzeit { 4 {
0 1 2 3 4
) T )

Z(1,2,var) = 4390 Z(O,l,var) = 5850 Z(O,l,var) = 5910

1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Zur Barwertberechnug - sowohl der Festzinsseite als auch der variablen Seite - sind die zukiinftigen
Abzinsfaktoren zu verwenden. Diese sind dem Unterabschnitt 1.5.4 entnommen.

1 2 3 1
0,9714 | 0,9262 | 0,8750 | 0,8262
0,9534 | 0,9008 | 0,8505
0,9447 | 0,8920
0, 9442

w N = o
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Jetzt erfolgt die Barwertberechnung der Festzinsseite zum Zeitpunkt ¢ = 0:

BWo(Zfix,t;) = Zfiz - Goert;)

BWo(Zjin2) = 5000 - 4oe2) = 5000 - 0,9262 = 4631

BWo(Ziz.3) = 5000 - oe3) = 5000 - 0, 8750 = 4375

BWo(Zyia.4) = 5000 - 4ocs) = 5000 - 0, 8262 = 4131
BWo(Zyis) = 4631 + 4375 + 4131 = 13137

und die Barwertberechnung der variablen Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0:

BWO(Z(t i1, uar)) Z(t],tﬁrl var) ° CI(0<—t )

BWO(Z(1 2. ,,m)) Z1,2,var) * Qo2) = 4890 - 0,9262 = 4529, 12
BWO(Z(2 3 Uar)) Z(2,3war) * d(0+3) = 5850 - 0,8750 = 5118, 75
BWy(Z (3,4 m,,)) Z(3,4,var) " 4(04) = 5910 - 0, 8262 = 4882, 84

BWy(Zyar) = 4529,12 4 5118, 75 + 4882, 84 = 14530, 71

Der Barwert BWj betragt:

BWy = BWy(Ztiz) — BWo(Zyar) = 13137 — 14530, 71 = —1393, 71

Der Barwert betragt —1393, 71 EUR. Diesmal muss fixe Seite ausgleichen.

Um einen Barwert BWy = 0 zu erzielen, muss der Festzinssatz angepasst werden:

BWy = BWy(Ziz) — BWo(Zuar) = BWo(Ziz) — 14530,71 = 0
BWo(Z 1o pair) = 14530, 71
Ztiz = N - iSWAP, fair
BWo(Z iz pair) = 100000 - isw ap.fair - 0,9262 + 100000 - igyy AP, fair - 0, 8750+
+ 100000 - 5y 4P, fair - 0, 8262
BWo(Z o pair) = 100000 - isw ap.fair - (0,9262 + 0, 8750 + 0, 8262)
14530, 71

iSWAP,faz‘r = M =0,0553

Der "faire” Festzinssatz sollte 5,53% betragen. Die Zinsen auf der Festzinsseite betragen nun:

Ziz = N -iswap = 100000 - 0,0553 = 5330

Die neuen Zahlungstrome sind in der folgenden Grafik dargestellt:
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Zfia = 5330 Zfia = 5330 Zgia = 5330

Vorlaufzeit { i) {
0 i > 3 i
) T )

Z(l,?,var) = 4890 Z(O,l,var) = 5850 Z(O,l,var) = 5910

1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Der Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat den Wert 0, keine Ausgleichszahlung ist nétig.

Auch fiir Forward Swaps kann die Preisfunktion angegeben werden, sie ist identisch mit dem Barwert.

PO = BWO = BWO(me*) - BWO(ZMLT)

Wie bei Plain Vanilla Swaps konnen auch Barwerte zu anderen Zeitpunkten berechnet werden. Exemplarisch
wird ¢ = 1 gewahlt, also der Beginn der ersten Zinsperiode oder das Ende der Vorlaufzeit. Wie bei der
Bewertung zum Zeitpunkt ¢ = 0 stehen noch 3 Zinszahlungen (fix und vaiabel) aus. Fir die Berechnung
der festen Zinsen wéhlen wir den ”fairen Zinssatz”von 5,53% :

Ziz = N -iswap = 100000 - 0,0553 = 5330

Fiir die variablen Zinsen ist zu beachten, dass der Bewertungszeitpunkt ¢ = 1 ist und zu diesem Zeitpunkt
der variable Zinssatz ippp(1 — 2) festgestellt werden kann. Wir nehmen an, dass der gefixte Zinssatz
irepr(l — 2) = 0,0489 betrdgt, d.h. gleich dem zukiinftigen Zinssatz igppr(1 — 2) ist. Die anderen
beiden variablen Zinssétze entnehmen wir der Tabelle der zukiinftigen Zinsséatze:

iREF(l — 2) = 0,0489
iREF(Q — 3) = 0,0585
iREF(3‘>4) :0,0585

Daraus ergeben sich folgende Teilbarwerte der festen und variablen Seite. Die Abzinsfaktoren sind der
Tabelle aus Unterabschnitt 1.5.4 entnommen, diesmal auf den Zeitpunkt ¢t = 1:

1 2 3 1

0,9714 | 0,9262 | 0,8750 | 0, 8262
0,9534 | 0,9008 | 0,8505
0,9447 | 0,8920
0, 9442

w N = o

Barwert der Festzinsseite zum Zeitpunkt ¢t = 1:

BW1(Zgiz2) = 5330 - G 2) = 5330 - 0,9534 = 5081, 62

BWi(Zin3) = 5330 - G(1.3) = 5330 - 0, 9008 = 4801, 26

BWi(Zina) = 5330 - G(14) = 5330 - 0,8505 = 4533, 16
BWoy(Ziz) = 5081, 62 4 4801, 26 + 4533, 16 = 14416, 04

Barwertberechnung der variablen Seite zum Zeitpunkt ¢ = 0:
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Z(2.0ar) = N -igpr(1 — 2) = 100000 - 0,0489 = 4890
Zi330ar) = N -igpr(2 — 3) = 100000 - 0,0585 = 5850
Zi3 avar) = N -igpr(3 — 4) = 100000 - 0,0591 = 5910

BWo(Z(12.0ar)) = Z(1.2.0ar) - G(14-2) = 4890 - 0,9534 = 4662, 13

)
BWi(Z33.0ar)) = Z(2.8var) - d1c-3) = 5850 - 0, 9008 = 5269, 68
BWi(Z(s.40ar)) = Z(3.4.0ar) - G(1c-4) = 5910 - 0, 8505 = 5026, 45
BW1(Zyar) = 4662, 13 + 5269, 68 + 5026, 45 = 14958, 26

Der Barwert BW; betragt:

BW, = BW1(Ziz) — BW1(Zyar) = 14416, 04 — 14958, 26 = —542, 22

Obwohl der ”‘faire Zinssatz”’ verwendet wurde ist der Barwert BW; von Null verschieden. Das erklirt
sich dadurch, das nicht zum Zeitpunkt ¢ = 0 sondern zum Zeitpunkt ¢ = 1 diskontiert wurde.

Die Preisfunktion lautet:

Py, = BWy = BW1(Ziz) — BW1(Zyar) = —542,22

Es existieren weitere Modifikationen von Zinsswaps (in Area Swaps und Constant Maturity Swaps), die
jedoch nicht weiter verfolgt werden Es wir auf die spezielle Quellen verwiesen, z.B. sieche [Wiel8].

2.6 'Wahrungsswaps

Wahrungsswaps sind ein Tauschgeschaft, bei den die Vertragspartner sich verpflichten, zu einem bestimmten
Zeitpunkt zwei Betrége in unterschiedlichen Wéhrungen inklusiv der angefallenen Zinsen auszutauschen.
Man unterscheidet Wahrungsswaps, in denen entweder Festzinssidtze in unterschiedlichen Wahrungen
(fixed/fixed currency swap) oder variable Zinssétze getauscht werden(floating/floating currency swap)
sowie (cross currency swap) bei der die eine Wahrung mit einem Festzins versehen, die andere mit
einem variablen Zins. Unabhéingig von der konkreten Form des Wahrungsswaps, d.h. der Spezifik des
Austausches der Zinsen, werden zu Beginn der Laufzeit Kapitalbetrdge in unterschiedlichen Wahrungen
zum tagesaktuellen Wechselkurs getauscht. Sehr haufig sind es Betrége in der Heimatwéhrung, wenn die
Vertragspartner aus unterschiedlichen Landern kommen. Am Ende der Laufzeit werden die Kapitalbetréige
zuriickgetauscht, wobei der dann zu verwendende Wechselkurs bei Vertragsabschluss vereinbart wird.
Gleichzeitig erfolgt die Verzinsung der Kapitalbetridge entsprechend der Art des Swaps (fixed/fixed oder
floating/floating oder floating/fixed bzw, fixed/floating): die anfallenden Zinsen werden am Ende jeder
Zinsperiode ausgetauscht. Wir gehen zunachst davon aus, dass die Zinsperiode ein Jahr betragt und ein
Jahreszinssatz bei fixen Zinsen gegeben ist. Bei variablen Zinsen wird der zukiinftige Zinssatz verwendet.
Die Laufzeit betrdgt ebenfalls ein Jahr. Die Finanzstrome sind in der nachfolgenden Grafik dargestellt.

65



Zinsen Wéhrung 2

Kapitalbetrag Wahrung 1 Kapitalbetrag Wahrung 2
\ \
to T
T T
Kapitalbetrag Wahrung 2 Kapitalbetrag Wahrung 1

Zinsen Wihrung 1

Bezeichnungen:

to Vertagsabschluss
T Ende der Laufzeit

Die Kapitalbetriage zum Zeitpunkt ¢, werden zum aktuellen Wechselkurs wks, (1,2) dquivalent getauscht,
zum Zeitpunkt T zum vereinbarten Wechselkurs wkr(1,2). Dabei bezeichnet wk;(1,2) den Wechselkurs
von Wéhrung 1 zur Wéahrung 2. Auch die Kapitalbetrége und die Zinsen werden so bezeichnet, dass
sichtbar ist, in welcher Wahrung sie berechnet sind (K¢(1)) bzw. (K(2)) sowie (Zp(1)) bzw. (Z7(2)).

Fiir den Wechselkurs gilt:

Fiir die Kapitalbetrige gilt:

Kto(l) - Kto (2) : wkt0(17 2)
_ Kta(l)
K1 (2) whky, (1,2)
_ Kr(1)
Kr(2) = wk:(m)
und fiir die Zinsen:
ZT(].) = Kto(l) -il(to — T)

Zr(2) = K, (2) - i2(to — 1)

Dabei bezeichnen:

i1(to = T') Zinssatz fiir die Zinsperiode (tg,T") in Wahrung 1
i2(to — T') Zinssatz fiir die Zinsperiode (t9,T") in Wahrung 1

Betrachten wir nun die Barwertberechnung. Die Barwertberechnung kann aus der Sicht jeder Vertragspartei
erfolgen. Jede der Vertragspartei verfligt zuu Vertagsbeginn tiber einen Kapitalbetrag in der Heimatwahrung,
die wir als Wéahrung 1 bezeichnen. Nach dem Kapitaltausch zu Vertragsbeginn verfligen beide Seiten tiber
einen Betrag in Fremdwahrung, der Zinsen ebenfalls in Fremdwahrung erwirtschaftet. Die Fremdwéhrung
werden wir als Wahrung 2 bezeichnen. Der Endwert (K7 (2) der Finanzstrome in Fremdwéahrung, also
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in Wahrung 2, betragt:

Kr(2) =K, (2) - (1 +i2(to = 1))

Der Endwert in Fremdwéhrung wird nun zum Wechselkurs wkz (1, 2) in in die Heimatwihrung transferiert,
man erhélt das Aquivalent des Endwertes der Fremdwahrung Kr(2) nun in Heimatwahrung K5(1):

Ki(1) = Kp(2) - whp(1,2)

Fiir den Besitzer des Kapitals in Wéhrung 1 ergibt sich folgender Endwert Kp(1):

Kr(1) = Ki(o(1) - (14+41(to = 1))

Die Endwerte K7.(1) und K7 (1) werden in der Regel nicht iibereinstimmen, da die Zinssétze iz(to — T')
und i1 (tg — T) differieren konnen. Es stellt sich nun die Frage, welcher Endwert zur Barwertbestimmung
mit welchen Abzinsfaktor zu diskontieren ist. Es ergibt sich die gleiche Situation wie bei aulerborslichen
Termingeschéiften im Abschnitt 2.3, wobei wir dabei die Sicht des Zahlers von EUR eingenommen haben.
Beide Endwerte werden mit den jeweiligen wechselkursspezifischen Abzinsfaktoren Gy (1, 7y und G2 (¢o1)
diskontiert (d.h. fiir jede Wahrung wird ein separater Barwert bestimmt) und dann zu einem gemeinsamen
Barwert zusammengefiihrt.

BW,, (1) = K7(1) “Q1,(toT) (2.27)
BW,(2) = K1(2) - G2,(t¢1) (2.28)

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wahrung 1 bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BWtU = BWto(l) — BWto (2) . wkto(l, 2) = KT(].) . qu,(to<—T) - KT(2) . U}kto(l, 2) . 627(2504_'1") (229)

Der Barwert wird in Wahrung 1 ausgedriickt.

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wahrung 2 bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BW;, (1) Kr(1)

BW;, = BW;,(2) — whi(12) 7(2) - @2,(tg1) — whe, (1,2) “Q1,(toT)
0 ) 0 9

(2.30)

Der Barwert ist in Wahrung 2 berechnet.
Beispiel:

Das Beispiel lehnt sich an das aulerbérsliche Termingeschéft im Abschnitt 2.3 an und wird fiir Wahrungsswaps
modifiziert.

Es wird im Jahr ¢y vereinbart 1000000 EUR zum aktuellen Wechselkurs wk;,(EUR,USD) = 0, 84%2
gegen USD zu tauschen.® Damit erhilt der Zahler von 1000000 EUR 1190476,19 USD. Nach Ablauf eines
Jahres wird der erhaltene Dollarbetrag zum vereinbarten Wechselkurs wkr(EUR,USD) = 0,8385%E

2oder wki, (USD, EUR) = 1,19047619 %20 ~ 1,19Y30

3fiir 1 USD erhélt man 0,84 EUR bzw. fir 1 EUR erhilt man etwa 1,19 USD
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getauscht. Ebenso werden die Zinsen fiir 1 Jahr zum gleichen Wechselkurs getauscht. Die Zinssétze (hier
Nullkuponzinssitze) in jedem Wahrungsraum betragen:

LEUR(to—T) = 0,04
tyspto—T) = 0,05

Die Nullkuponzinsen mit einer Restlaufzeit von 1 Jahr sind:
Wiéhrung | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
EUR 0,0294 0,9714
USD 0,035 0,9662

Die Nullkuponzinssatze fiir den USD-Wahrungsraum wurden angenommen und nicht aus Nullkuponanleihen
bzw. Kuponanleihen berechnet.

Kp(USD) = K, (USD) - (1 +iysp(to — T)) = 1190476, 19 - 1,05 = 1250000
Kr(EUR) = K,,(EUR) - (1 + igugr(to — T)) = 1000000 - 1,04 = 1040000

BW,,(USD) = Kr+(USD) - qusp(te1) = 1250000 - 0,9662 = 1207750

BW,,(EUR) = Kr(EUR) - 4gu . (101) = 1040000 - 0, 9714 = 1010256

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in EUR bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BW,,(EUR) = BW,,(EUR) — BW,,(USD) - wk,,(EURUSD) = 1010256 — 1207750 - 0, 84 = —4254, 00

Der Barwert betragt -4254 EUR.

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wé&hrung USD bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender
Barwert:

BW,,(EUR) 1010256
— 1207750 —
whi (BUR,USDY) — 2070~ =57

BW,,(USD) = BW,,(USD) — = 5064, 29

Der Barwert betragt 5064,29 USD, das sind 4254 EUR zum Wechselkurs zum Zeitpunkt tg. Es gilt
selbstverstandlich:

BW,,(EUR) = BW,,(USD) - wky, (EURUSD) = 5064,29 - 0,84 = 4254, 00

bzw.

1
= 4254,00 -

1
BW,,(USD) = BW,,EUR) -
a ) fo ) wky, (EURUSD) 0,84

= 5064, 29

Es wird nun der Fall untersucht, dass mehr als ein Zinszahlungstermin vorliegt. Falls die Laufzeit
ein Vielfaches der Zinsperiode betréigt erfolgen die Zinszahlungen am Ende jeder Zinsperiode in der
Fremdwé&hrung, also der Wahrung, die nach dem Tausch der jeweilige Vertragspartner fiir den Kapitalbetrag
maBgeblich ist. Die dann sich ergebenden Finanzstrome sind in folgenden Grafik dargestellt.
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Ky, (2) Kr(2)
Z1,(2) Z1,(2) Z7(2)
) I { I
tlo tll tIQ I rll1
{ T T T
Z, (1) Z1,(1) Zr(1)
K, (1) Kr(1)

Bezeichnungen:

to Vertagsabschluss, Austausch der Kapitalbetrige

t Zinszahlungstermine ¢t = tq,to, ..., T

T Ende der Laufzeit, Austausch der Kapitalbetrage

K, (1) Kapital in Wahrung 1 zum Zeitpunkt g

K, (2) Kapital in Wahrung 2 zum Zeitpunkt ¢o

Kp(1) Kapital in Wahrung 1 zum Zeitpunkt T'

Kp(1) Kapital in Wahrung 2 zum Zeitpunkt T'

) Zinsen fiir die Zinsperiode (tg,?1) in Wahrung 1 zum Zinszahlungstermin ¢,

) Zinsen fiir die Zinsperiode (¢1,t2) in Wahrung 1 zum Zinszahlungstermin ¢,

) Zinsen fiir die Zinsperiode (T'— 1,T) in W&hrung 1 zum Zinszahlungstermin T

Z:,(2)  Zinsen fir die Zinsperiode (tg,?;) in Wahrung 2 zum Zinszahlungstermin ¢,

Z1,(2)  Zinsen fir die Zinsperiode (t1,t2) in Wahrung 2 zum Zinszahlungstermin ¢o
(T

Zr(2)  Zinsen fiir die Zinsperiode (T'— 1,T) in Wihrung 2 zum Zinszahlungstermin T

Die Kapitalbetrage entsprechen dem im Zeitpunkt ¢ = ty getauschten Betrage, da die Zinszahlungen fiir
jede Zinsperiode separat berechnet werden, lediglich ist zu beachten, dass der Wechselkurs am Ende der
Laufzeit nicht unbedingt mit dem Wechselkurs zu Beginn der Laufzeit iibereinstimmen muss:

Kr(1) = Ko(2) - wkr(1,2)

KT(Q) = ’LUk‘T((ll) )

Zur Berechnung der Zinsen muss zwischen der Art des Zins- bzw. Kapitalaustausches (fixed/fixed oder
floating /floating oder floating/fixed bzw. fixed/floating) unterschieden werden:

1. fixed/fixed:

Werden fixe Zinsen getauscht, miissen die fixen Zinssétze (4 iz1(t; = tj4+1) flir Wahrung 1 und 445 2(t; — tj41)
fir Wahrung 2 jeweils in der Zinsperiode (t;,t;11)) fiir jede der Wéhrungen vereinbart sein.

Ztiz(1) = Kiy(1) - i iz (t; — ti1)
Z1in(2) = K1y (2) i piwa(t; — tjv1)

2. floating/floating:

Werden variable Zinsen vereinbart, miissen Referenzzinssitze fiir jede Wahrung vereinbart werden, die
jeweils am fixing day bestimmt werden. Wie auch bei Swaps ist der erste fixing day am Ende der ersten
Zinsperiode (oder am Anfang der zweiten Zinsperiode). Die gefixten Zinssétze fiir jede Wahrung ist dann
fiir die Zinsperiode (t1,t2) zur Berechnung der Zinsen anzuwenden. Der gefixte Zinssatz fiir Wahrung
1 wird mit iggp1(t1 — t2) und fiir Wahrung 2 mit ipgp2(t1 — t2) bezeichnet. Fiir die Zinsperiode
(tj,tj+1)) lauten die Zinssétze irpr1(t; = tj41) und igrgr1(t; — tj41). Die Zinsberechnungen sind die
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folgende:

ZREF(t;,t;41)(1) = Kty (1) - iR (8 = tj11)

ZREF(t; t;41)(2) = Kt(2) ~irEF2(t; — tj4+1)

3. floating/fixed oder fixed/floating;:

Nur die Zinsberechnung unterscheidet sich von den vorangegangenen Darstellungen. Fiir einen der
Vertragspartner werden Zinsen auf der Basis eines variablen Zinssatzes irgr1(t; — t;+1) berechnet, fiir
den anderen Vertragspartner kommt ein fester zinssatz zur Anwendung iz 2(t; — tj41) :

ZREF,(t;,t;11)(1) = Kt (1) - irEr(t; = i)
Ziz(2) = Kt (2) - ifiz2(t; = tjt1)

Der Barwert kann fiir jede Wahrung separat berechnet werden. Dazu sind alle Zinszahlungen und der
am Ende auszutauschende Kapitalbetrag abzuzinsen.

T-1

BWy, (1) = Z Zi(1) 41, 0eg) + (Ko (1) + Z5(1)) - G1.0e1) (2.31)
T-1

BW,,(2) = Z Z;(2) - G2,00—5) + (K4, (2) + Z5(2)) - G(2,01) (2.32)

j=1

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wahrung 1 bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BW,, = BW;,(1) — BWy,(2) - wky, (1,2) (2.33)

Der Barwert wird in Wahrung 1 ausgedriickt. Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wahrung 2
bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BWy, (1)

BW, = BW, (2) —
fo (2) whky, (1,2)

(2.34)

Dieser Barwert wird in Wahrung 2 ausgedriickt.
Beispiel:

Es wird im Jahr to = 0 vereinbart 1000000 EUR zum aktuellen Wechselkurs wky,(EUR,USD) =
0,84% gegen USD zu tauschen. Damit erhélt der Zahler von 1000000 EUR 1190476,19 USD. Nach
Ablauf zweier Jahre wird der erhaltene Dollarbetrag zum Wechselkurs wkr(EUR,USD) = 0,88%
wieder zuriickgetauscht. Hinsichtlich der Zinsen wird vereinbart: Der Dollarbetrag wird zum festen
Jahreszinssatz von 3,5% verzinst, es existieren zwei Zinszahlungstermin ¢t; = 1 und 7' = 2 an denen der
Besiter des Dollarbetrages die Zinsen in USD ausgezahlt werden. Der EUR-Betrag wird anhand eines
Referenzzinssatzes zu den Zeitpunkten tg = 0 und ¢; = 1 berechnet und an den EURO-Besitzer zu den

Zinsterminen in EUR ausgezahlt. Der Einfachheit halber sei der Referenzzinssatz der Nullkuponzinssatz:

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gelten folgende Marktbedingungen:

wko(EUR,USD) = 0,842k
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iBUR,real(0—1) = 0,0294
deUR(0«1) = 0,9714
LEUR,real(1—2) = 0,0391
GEUR(1+2) = 0,9262
iUSD,real(0—1) = 0,035
qusp(oe1) = 0,9662
1USD,real(1—2) = 0,040
qusp(1+2) = 0,9246

Die Nullkuponzinsséatze fir den USD-Wahrungsraum wurden angenommen und nicht aus Nullkuponanleihen

bzw. Kuponanleihen berechnet.

Zunéchst werden die Zinsen berechnet:

1. USD:

Zix(USD) = Koo(USD) - ifiw,usp
me(USD) = 1190476,19 - 0,035 = 41666, 67

2. EUR:

Z(o1)(EUR) = Ko(EUR)
Z(1,2)(EUR) = Ko(EUR)
Z0,1)(EUR) = Ko(EUR)
Z(1 2 (EUR) = Ko(EUR)

“LBUR,real(0—1)

: iEUR,real(l—)Z)
“1BUR,real(0—1) = 1000000 - 0,0294 = 29400
“IEUR,real(1—2) = 1000000 - 0,0391 = 39100

Die Kapitalbetrége in EUR (Ko (£EUR) = 1000000) und USD (K, (USD) = 1190476, 19) beim Vertragsabschluss
bzw. am Laufzeitende sind bekannt. In der folgenden Grafik sind alle Finanzstrome dargestellt:

Ko(USD) = 1190476

K»(USD) = 1190476

Ztiz(USD) = 41666, 67 Ztiz(USD) = 41666, 67
) A 1
0 1 y
{ T 0
Z(0,1)(EUR) = 29400 Z(1,2(EUR) = 39100

Ko(EUR) = 1000000

K>(EUR) = 1000000

Nun sind die Barwerte fiir EUR und USD separat zu bestimmen:

me(USD) qusp

(0e1) + (Ko(USD) 4+ Zix(USD)) - qusp,oe-2)

)=

) = 41666, 67 - 0,9662 + 1232142, 86 - 0,9246 = 1179497, 62

EUR) = Z (EUR) deur,(01) T (Ko(EUR) + Z1 2)(EUR)) - 4eur,0e2)
)

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in EUR bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:
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BWy = BWo(EUR) — BWo(USD) - wko(EUR,USD) = 990973,58 — 1179497,62 - 0,84 = 195, 57

Der Barwert betragt 195,57 EUR.

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wahrung USD bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender
Barwert:

BW,(EUR) 990973, 58
= 1179497,62 — ——— 22 — _239
who((EUR, USDY) — 11104976 0,84 32,83

BW, = BWy(USD) —

Der Barwert betrigt -232,83 USD, das sind -195,57 EUR zum Wechselkurs zum Zeitpunkt tg.

Die Preisfunktion ist in diesem Fall identisch mit dem Barwert:

Py = BWy = BWy(EUR) — BWy(USD) - wko(EUR,USD) = 195,57
bzw.

BWo(EUR
Py = BWy = BWo(USD) — wk@((E?J(R U;D» = -232,83

Der Barwert BW; kann analog berechnet werden. Es stehen nur noch Zahlungen fiir den Zeitpunkt
T = 2 aus. Diese miissen dann mit den Nullkuponabzinsfaktoren Gy g, (1.-2) bzWw. qusp,(1+2) diskontiert
werden

Zum Zeitpunkt ¢ = 1 werden folgende Marktbedingungen erwartet:

wkt (EUR,USD) = 0,83£Y%
IBUR,real(1—2) = 0,0489%
qEUR(1—2) = 0,9534°

iUSD real(1—2) = 0,05°

qusp(2) = 0,95247

Es werden wiederum die Barwerte fiir jede Wahrung berechnet:

BW(USD) = (Ko(USD) + Zi-(USD)) - qusp,1+-2
BW,(USD) = 1232142, 86 - 0,9524 = 1173492, 86
BW,(EUR) = (Ko(EUR) + Z1,2) (EUR)) - euRr 12
BWi(EUR) = 1039100 - 0,9534 = 990677, 94

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in EUR bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BW;, = BW,(EUR) — BW1(USD) - wk1(EUR,USD) = 990.677,94 — 1173492,86 - 0,83 = 16679, 58

4bekannt als zukiinftiger Zinssatz aus Unterabschnitt 1.5.4
5bekannt als zukiinftiger Abzinsfaktor aus Unterabschnitt 1.5.4
Shier angenommen

"berechnet aus LUSD,real(1-2)
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Der Barwert betragt 16679,58 EUR. Die Preisfunktion lautet:

BW,(USD)
wki((EUR,USD))

P, = BW, = BW,(EUR) —

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in Wéhrung USD bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender
Barwert:

. 4
990.677,94 = —20095, 02

BW,(EUR
1 ) _ 1173492, 86 —

BWy = BW\(USD) = wki((EUR,USD)) 0,83

Der Barwert betragt -20095,02 USD, das sind -16679,58 EUR zum Wechselkurs zum Zeitpunkt t;.

Die Preisfunktionen lautet:

in EUR
BW,(USD)
P, = BW; = BW,(EUR) — = 16679, 58
! ! 1(EUR) wky ((EUR,USD)) ’
bzw. in USD
BW,(E
P, = BW; = BW,(USD) — Wi(EUR) _ _ —20095, 02

wki(EUR,USD))

2.7 Goldswaps

Bei einem Goldswap (Gold-Tausch) verleiht man fiir eine vereinbarte Dauer und festgelegten Preis Gold
gegen Devisen. Dies hilft kriselnden Landern sich kurzfristig Liquiditat zu verschaffen. Besonders in
Landern, die iiber Goldreserven verfiigen oder sogar selbst Gold fordern, verleihen die Zentralbanken
kurzfristig Gold, um ihre Volkswirtschaft mit Fremdwahrungen zu versorgen. Sie erhalten dafiir frei
konvertierbare Fremdwahrungen, die allerdings nach Ablauf der vereinbarten Frist mit Zinsen zuriickzuzahlen
sind . Besonders einfach gestaltet sich das Geschift, wenn die Goldreserven - zumindest teilweise -
in ausldndischen Banken deponiert sind. Diese bieten besonders verschuldeten Entwicklungslandern
Goldswaps an. Es handelt sich dabei um ein Warentermingeschaft, das auflerborslich abgewickelt wird
(OTC-Geschifte). Die Vertragsgestaltung ist nicht standardisiert. Zur Bewertung eines Goldswaps
benétigt man neben den Zinssétzen der Fremdwéhrung auch den Goldpreis. Dieser wird an den Borsen
taglich notiert.

Ein Goldswap funktioniert wie ein Wahrungsswaps, wobei der Goldpreis als Wechselkurs zu einer Fremdwéhrung
zu interpretieren ist. Das besondere am Goldswap ist die Tatsache, dass Gold im Unterschied zum Kapital
in Fremdwahrung keine Zinsen produziert.

Beispiel:

Eine Zentralbank, die iiber Goldreserven verfiigt, mochte ein Teil dieser Goldreserve gegen EUR tauschen.
Das Geschift wird am Londoner Goldmarkt (ein OTC-Markt) abgewickelt. Gewdhnlich werden 5000
Unzen (eine Feinunze Gold - 1 oz - hat ein Gewicht von 31,1034768 g) gehandelt. 5000 Feinunzen
entsprechen etwa 155517 g = 155,517 kg. Die Zentralbank leiht fiir 1 Monat einer Bank 5000 Feinunzen
Gold und erhélt dafiir zum aktuellen Kurs EUR/USD von 0,84 und einem Goldpreis von 1780 USD /
Feinunze Gold 7476000 EUR (K, (EUR)). Nach einem Monat ist ein EUR-Betrag + Zinsen zuriickgezahlt,
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wobei als Referenzzinssatz Euribor mit einer Laufzeit von 1 Monat gewéhlt wird. Das Fixing wird zu
Vertragsbeginn vorgenommen. Es wird vereinbart, am Ende der Laufzeit den Gegenwert von 5000 Unzen
Feingold zum aktuellen Goldpreis und aktuellen Wechselkurs zuriickzuzahlen. Der gefixte FEuribor betréigt
0,0275 p/a (iguvrisor(to) = 0,0275). Der Wechselkurs am Laufzeitende betrégt 0, 83%7 der Goldpreis
einer Unze Feingold 1750 USD. Die Zentralbank hat dann unter Beachtung des aktuellen Goldpreises und

Wechselkurs 7262500 EUR (1750 - 0,83 - 5000) plus Zinsen zu zahlen.

Die Zinsen betragen:

. . 1
Zr(EUR) = K¢,(EUR) - iguriBor(to = T) = K, (EUR) - igurrBor(to) - 7=

= 7476000 - 0, 0275 - % =17132,50

Der zuriickzuzahlende Betrag in EUR beléduft sich auf 7262500+17132, 50 = 7279632, 50 EUR. Offensichtlich
hat die Zentralbank ein vorteilhaftes Geschéft gemacht, denn der anfangs erhaltene EURO-Betrag ist
deutlich hoher als der zum Laufzeitende zu zahlende Betrag. Man muss allerdings beachten, das zum
Vertragsabschluss Goldpreis und Wechselkurs nicht bekannt waren. Die Zentralbank ging moglicherweise
von einem fallenden Goldpreis und einem fallenden Wechselkurs EUR/USD aus und hatte damit Recht.

Wiére der Goldpreis gestiegen (auf 1800 USD) und der EUR/USD-Kurs ebenfalls angewachsen auf 0,85
EUR/USD, dann ergibt sich ein Riickkaufpreis von 7650000 EUR (1800 - 0,85 - 5000 = 7650000). Es
wéaren 7650000 + 17132,50 = 7667132,50 EUR beim Riickkauf der 5000 Feinunzen zu zahlen gewesen,
also deutlich mehr als man anfangs erhalten hat. Es wird deutlich, dass ein Goldswap sehr risikobehaftet
ist, da Unsicherheit hinsichtlich Wechselkurs und Goldpreis besteht.

Die Finanzstrome aus der Sicht der Zentralbank sind in der folgenden Grafik dargestellt:

Zinsen von 17132,50 EUR +

Erhalten von 7476000 EUR, Riickzahlung von 7262500 EUR
{ {
to T
) )
Uberlassen von 5000 Unzen Gold Riickgabe von 5000 Unzen Gold

Haufig schliefit sich dem Goldswap ein weiterer Goldswap mit analogen Bedingungen an, so dass die
Zentralbank iiber einen langeren Zeitraum den Finanzbedarf an Fremdwéahrung abdecken kann.

Die Barwertbestimmung gestaltet sich schwierig, da sowohl Goldpreis und Wechselkurs zu Beginn der
Laufzeit nicht bekannt sind und mit Hilfe finanzmathematischer Instrumente nicht vorhergesagt werden
konnen. Wie werden deshalb das Beispiel so modifizieren, dass alle zukiinftigen Zahlungen bereits zu
Beginn der Laufzeit bekannt sind. Folgende Modifikationen werden vorgenommen:

1. Der Goldpreis wird nicht auf Dollar- sondern Eurobasis bestimmt. Damit entfallt die Notwendigkeit
den Wechselkurs zu berticksichtigen.

2. Es wird nicht, wie im Beispiel, der aktuelle Goldpreis am Laufzeitende zur Berechnung der Riickzahlung
verwendet, sondern ein Goldpreis vereinbart, zu dem das Gold zuriickgekauft werden soll.

Der in EUR dotierte Goldpreis sei 1495,20+—2Y%___ am Beginn der Laufzeit. (bei einem Goldpreis

Feinunze Gold

von 1780 #ZSGOM und einem Wechselkurs von wky,(EUR,USD) = 0, 84%).
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Wir verwenden die oben beschriebene Situation fiir den Zeitpunkt T, fassen aber Goldpreis und Wechselkurs
am Ende der Laufzeit nicht als Risikofaktor auf, sondern als vereinbarte Gréfle. Daraus resultiert
folgender Goldpreis in EUR: 1495,00 ——L2Y2___ (Der Goldpreis in USD ist gleich 1750 USD

Feinunze Gold Feinunze Gold’

der Wechselkurs betrage wky, (EUR,USD) = 0,832%% und der Goldpreis in EUR 1750 - 0,83£%E =
1452, 50 50 ),

Feinunze Gold

Zum Zeitpunkt ¢y der Barwertberechnung steht nur eine Zahlung aus: 7279632,50 EUR zum Zeitpunkt T.
Im Gegenzug erhilt die Zentralbank die 5000 Feinunzen Gold zuriick. Der Barwert der einzigen Zahlung
kann berechnet werden, indem die Zahlung von 7279632,50 EUR mit Hilfe des Euribors abgezinst wird.

1
BW,, = 7279632, 50 - - =
o 1 +iguriBor(to = T)
1
= 7279632, 50 - - =
+ipvriBor(to) - 15
= 7279632, 50 - = 7262988, 15

1+40,0275 - 5

Der Barwert der einzigen, noch ausstehenden, Zahlung betragt 7262988,15 EUR. Dieser Betrag ist zu
vergleichen mit dem erhaltenen EURO-Betrag zum Zeitpunkt ¢ = 0 von 7476000 EUR fiir das iiberlassene
Gold. Die Preisfunktion betréigt folglich:

P,, = K;,(EUR) — BW,, = 7476000 — 7262988, 15 = 213011, 85

Betrachten wir den andere diskutierte Fall. Der Goldpreis in USD ist gleich 1800 #ZD@GMN der
Wechselkurs betrage wk:,(EUR,USD) = 0,85% und der Goldpreis in EUR 1800 - 0,8552{3 =

1530, 00), ergibt sich folgendes Bild: Fiir den Riickkauf der 5000 Feinunzen Gold sind nun 7650000 EUR
zu zahlen (1530 - 5000 = 7650000). Dieser Betrag ist zur Bestimmung des Barwertes der ausstehenden
Zahlung mit L = 0,9977 abzuzinsen.

1+ipuriBor(to—T) 15

1
BW,, = 7667132, 50 - - =
fo 1+ igurrBor(to = T)

1

= 7667132, 50 - - T =

+igvriBor(to) - 15
= 7667132,50 - —————— = 7667132,50 - 0,9977 = 7649602, 16
1+0,0275- L

12

Die Preisfunktion betragt folglich:

P, = K;,(EUR) — BW,, = 7476000 — 7649602, 16 = —173602, 16

Es wird deutlich, dass unter diesen Umstidnden das Geschéft fiir die Zentralbank nicht vorteilhaft ist.

2.8 Festverzinsliche Anleihen - Straight Bonds

Weitverbreitetes Finanzprodukte sind festverzinsliche Anleihen, die auch Straight Bonds genannt

werden. In der Regel ist die Zinsperiode ein Jahr. Die Zinszahlungstermine konnen am Ende der
Zinsperiode liegen, dann erfolgt eine jahrliche Zinszahlung. Verbreitet sind aber auch unterjéhrige
Zinszahlungen. Bei festverzinslichen Anleihen bleibt der Zinssatz iiber die gesamte Laufzeit konstant.

Eine besondere festverzinsliche Anleihe sind die Nullkupon-Anleihen (Zerobonds), wo der einzige Zinszahlungstermin
am Ende der Laufzeit liegt.
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Festverzinsliche Anleihen kénnen von vom Staat (Bundesanleihen), von Kommunen (Kommunalanleihen)
und anderen 6ffentlichen Einrichtungen emittiert werden. Dartiber hinaus kénnen Banken (Bankobligationen)
und Unternehmen (Industrieanleihen bzw. Industrieobligationen) Anleihen begeben. Sie kénnen, miissen
aber nicht, an Borsen gehandelt werden, also konnen den Besitzer wechseln.

Wahrend 6ffentliche Anleihen weitgehend kein Ausfallrisiko haben sind, muss bei Banken und Unternehmen
von einem Bonitétsrisiko ausgegangen werden. Die Risikoproblematik - auch von festverzinslichen Anleihen
- wird ausfiihrlich im Kapitel 3 bsprochen.

An dieser Stelle soll von den Besonderheiten, die auf den Emittenten der festverzinslichen Anleihen
zuriickzufiihren sind, nicht weiter eingegangen werden. Hier interessieren ausschliefllich die Struktur
der Finanzstrome und die dadurch resultierenden Spezifikationen bei der Berechnung der Barwerte des
Finanzproduktes. Gemeinsam ist allen festverzinslichen Anleihen, dass ein fixiertes Kapitalvolumen -
genannt Nominalwert - im Laufe der Laufzeit Zinsen erwirtschaftet (dazu wird in konstanter Zinssatz
- genannt Nominalzinssatz festgelegt), die zu definierten Zinsterminen ausgezahlt werden. Am Ende
der Laufzeit erfolgt eine weitere Auszahlung: der Nominalwert der Anleihe.

Folgende Requisiten sind fiir eine festverzinsliche Anleihe notwendig:

Nominalwert - N

Nominalzinssatz - lnom

Laufzeit - T

Zinsperiode - jahrlich, unterjahrig

Zinszahlungstermin(e) - jdhrlich. unterjahrig, am Ende der Laufzeit

Zinshche - wird aus Nominalwert und Nominalzinssatz unter Beriicksichtigung

der Zinsperiode und der(s) Zinszahlungstermine(s) berechnet. Bezeichnung: Z

Die Zinsberechnung erfolgt mit Hilfe der Formel:

Z=N.i. (2.35)

Am Ende der Laufzeit wird der Nominalwert der Anleihe zuriickgezahlt. Der Erwerber einer festverzinslichen
Anleine zahlt am Emissionszeitpunkt den Kaufpreis der Anlage zum Ausgabekurs. Nur wenn der
Ausgabekurs C' = 100% ist, ist der Kaufpreis mit dem Nominalwert der Anleihe identisch. Die Anleihe
kann, aber muss nicht, zum Emissionszeitpunkt erworben werden. Sie kann zu jedem beliebigen Zeitpunkt
zum aktuellen Kurs gekauft werden, wenn sie zur Verfiigung steht. Moglicherweise fallen fiir den Erwerber
noch weiter Kosten an, die mit dem technischen Aufwand der Kaufabwicklung zu erklaren sind. Diese
Kosten werden hier nicht beriicksichtigt.

Die Zahlungsstrome eine festverzinslichen Anleihe sind in der nachfolgenden Grafik dargestellt. Die
Anleihen wird zum Ausgabekurs Cy am Ausgabetag erworben. Der Kaufpreis Ky betrigt Ko = N - Cj.
Dariiber hinaus setzen wir voraus, dass alle Zinszahlungen Z; am Ende der Zinsperiode (¢ — 1,¢) fallig
werden:

7z Z 7z N+2Z
N { 1 + +
0 1 2 t T-1 T
/l\
Ky =—N-C,

Fiir alle festverzinslichen Anleihen wahlen wir als Beispiel einen Bonds mit einer Laufzeit von 4 Jahren.
Damit kénnen die Nullkuponzinsséitze und Nullkupon-Abzinsfaktoren aus dem Unterabschnitt 1.5.2
verwendet werden.
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Restlaufzeit | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0,0455 0,8750
4 Jahre 0,0489 0,8262

2.8.1 Festverzinsliche Anleihen mit jahrlicher Zinszahlung

Eine festverzinsliche Anleihe (Bond) mit jahrlichen Zinszahlungen bei Zinsperioden von einem Jahr und
einer Laufzeit von T Jahren besteht aus T-1 konstanten Zahlungen (identisch mit den Zinszahlungen
Zy), einer einmaligen Zahlung beim Erwerb der Anleihe K - mit negativem Vorzeichen - und der letzten
Zahlung am Ende der Laufzeit, bestehend aus Zinsen fiir die letzte Zinsperiode Z7 und den Nominalbetrag
N. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass der Erwerber der Anleihe diese zum Ausgabekurs am
Ausgabetag erwirbt. Zur Berechnung des Barwertes BWy zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist jede der Zahlungen
mit Hilfe der ganzjihrigen Nullkupon-Abzinsfaktoren G mit ¢ = 0,1,2,...,T abzuzinsen. Der so
berechnete Barwert bezieht sich auf alle Zahlungen, die der Erwerber eines Bonds ab Zeitpunkt ¢ = 0
bekommen wird. Er gibt an, welcher Betrag zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu zahlen wére, um den gleichen Effekt
wie die Zahlungen aus den Bonds zu erzielen. Kurz der so berechnet Barwert entspricht dem fairen Preis
des Bonds.

T-1
BWo =3 Zi ey + (N + Zr) - doer (2.36)

Jj=1

Die Preisfunktion, die neben dem Barwert auch die geleistete Zahlung zum Erwerb der Anleihe (Kj - mit
negativem Vorzeichen versehen, da der Betrag vom Erwerber zuzahlen ist) berticksichtigt, lautet:

T-1
Py =BWy — Ko = Z Zs - 4oy + (N + Z7) - o1y — Ko (2.37)

Jj=1

K, ist der Betrag, der zum Erwerb der Anleihe im Zeitpunkt ¢ zu zahlen ist.

Der Barwert BW; zum Ausgabetag ¢ = 0 ist der rechnerische oder faire Preis der Anleihe. Welcher
Preis an der Borse tatsdchlich fiir die Anleihe gezahlt wird, hdngt von weiteren Faktoren, wie Bonitat,
Nachfrage ab, die an dieser Stelle nicht weiter diskutiert werden sollen. Aus dem Barwert und dem
Nominalwert der Anleihe N lésst sich der Kurs Cy berechnen. Ist der Barwert gleich dem Nominalwert
N, so ist der Kurs der Anleihe gleich 100%. :

BW,
Co = NO

Nun sollen Barwert BW;, die Preisfunktion P; und der Kurs der Anleihe C; zum Zeitpunkt t bestimmt
werden. Dazu bendtigt man die zukiinftigen Zinssitze bzw. die zukiinftigen Abzinsfaktoren §(;. ;) mit j
=t+1, t+2, ..., T.

(2.38)

T-1
BW; = Z Zt gy + (N +2Z7)  Gee) (2.39)
j=t+1
Die Preisfunktion lautet:
T-1
P, =BW; - K; = Z Zi - Qeejy + (N + Z71) - qrre1) — Ky (2.40)
j=t+1

K, ist der Betrag, der zum Erwerb der Anleihe im Zeitpunkt ¢ zu zahlen ist.
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Mit Hilfe des Barwertes BW; und des Nominalwertes N der rechnerische oder faire Kurs der Anleihe C4
berechnet werden:

BW,
Ci=— ! (2.41)

Beispiel:

Die festverzinsliche Anleihe hat eine Laufzeit von 4 Jahren. Die Zinsperiode ist 1 Jahr, die Zinszahlungen
erfolgen am Ende der Zinsperiode. Der Nominalzins der Anleihe betragt 5%. Der Nominalwert der
Anleihe ist 10000 EUR. Die jihrlichen Zinszahlungen haben die Héhe von Z = N -4, = 10000 - 0,05 =
500. Der Ausgabekurs ist Cp = 101%. Damit wird die Anleihe zum Preis Ky von 10100 EUR im
Zeitpunkt ¢t = 0 Es ergeben sich folgende Zahlungsstréme:

Zy =500 Zy =500 Z3 =500 N + Zp = 10500
4 + +

0 1 2 t T—4
T
Ko = —10100

1~

Jeder der Zahlungen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Hilfe der Nullkupon-Abzinsfaktoren (. abzuzinsen:

BWy(Z1) = Z1 - 41y = 500 - 0,9714 = 485, 70
BWy(Z2) = Zs - d(o_2) = 500 - 0,9262 = 463, 10
BWy(Z3) = Zs - d(oe_s) = 500 - 0,8750 = 437,50
BWo(N + Zs) = (N + Z4) - Gioay = 10500 - 0, 8262 = 8675, 10

Der Barwert betragt:

BWy = BWy(Z1) + BWy(Z3) + BWy(Z3) + BWy(N + Z4) = 10061, 4

Der Barwert kann genutzt werden, den rechnerischen Ausgabekurs Cp rechn. zu berechnen. Dazu ist der
Barwert der Zahlung dem Nominalwert der Anleihe entgegenzusetzen:

BW, 10061
CO,rechn. = NO = m = 17 0061

Der rechnerische oder faire Ausgabekurs ware 100,61%, der tatsdchliche dagegen Cy = 101%.

Die Preisfunktion ist :

Py = BWo(Z1) + BWy(Zs) + BWo(Z3) + BWy(N + Z4) + (Ko) = 10061, 4 — 10100 = —38, 6

Das Geschéft scheint zu diesem Zeitpunkt verlustbringend.

Im weiteren werden folgende Aufgaben behandelt:
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1. Es wird der Barwert und der faire Preis der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ = 2 bestimmt. Die Anleihe
soll genau 2 Jahre nach dem Ausgabedatum erworben werden.

2. Barwert und der faire Preis der Anleihe soll zu einem beliebigen Zeitpunkt innerhalb der Laufzeit
berechnet werden.

Barwert und der faire Preis der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ = 2

Die noch ausstehenden Zahlungen im Zeitpunkt ¢ = 2 sind: Z3 und N + Z,. Zum Diskontieren werden die
zukiinftigen Zinssitze i,cqi(2 — 3) und 4,eq1(2 — 4) bzw. zukiinftigen Nullkupon-Abzinsfaktoren (o, 3)
und G(a.4) genutzt®:

zukiinftige Nullkupon-Zinssitze i,.q(t1 — t2)

11213 4
2 0,0585 | 0,0588

zukiinftige Abzinsfaktoren Gy, ,)

11213 4
2 0,9447 | 0,8920

Jeder der zukiinftigen Zahlungen ist zum Zeitpunkt ¢ = 2 mit Hilfe der Nullkupon-Abzinsfaktoren G(t1ts)
abzuzinsen:

BWa(Z3) = Z3 - G(ae3) = 500 - 0, 9447 = 472,35
BWa(N + Zs) = (N + Z4) - §a_qy = 10500 - 0,8920 = 9366

Der Barwert betragt:

BWy = BWay(Zs) + BWa(N + Z4) = 9838,35

Der Barwert kann genutzt werden, den rechnerischen Ausgabekurs Co rechn. abgeleitet werden.

BW, 9838, 35
N 10000

CQ,rechn. = = 0, 9838

Der rechnerische oder faire Ausgabekurs ware 98, 38%.

Die Preisfunktion hingt davon ab, welcher Kaufpreis Ky fiir die Anlage im Moment ¢t = 2 gezahlt wird.
Entspricht die Hohe der Zahlung dem berechneten fairen (rechnerischen) Kurs, was nicht sein muss,
(folglich Ky = 9838 gilt fiir die Preisfunktion:

Py, = BWs(Z3) + BWa(N + Zy) + (K3) = 9838,35 — 9838,35 = 0

Barwert und der faire Preis der Anleihe soll zum Zeitpunkt ¢ = 2, 25:

8siche Unterabschnitt 1.5.4
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Im Unterabschnitt 1.5.3 wurden bereits die Abzinsfaktoren 2 5.3) und G2 25.4). Sie dienen dem
Abzinsen der ausstehenden Zahlungen zum Moment ¢ = 2,25. Der Barwert BW5 o5 kann nun berechnet
werden:

BWa o5 = Z3 - §(2,253) + (N + Z4) - §(2,254)
BW; 25 = 500 - 0,9573 + 10500 - 0,9039 = 9969, 60

Dieser Wert konnte zur Berechnung des fairen, rechnerischen Kurses herabgezogen werden:

c B BW3 25 _ 9969, 60
2,25rechn. — N B 10000

=0, 9970

Der Kurs impliziert, dass ein Kaufer zum Zeitpunkt ¢ = 2,25 mit der vollstdndigen Zinszahlung am
Zinszahlungstermin ¢ = 3 rechnen kann, obwohl er die Anlage nur ein Dreivierteljahr bis zur Zinszahlung

gehalten hat. Deshalb muss eine Korrektur vorgenommen werden. Stimmen Bewertungszeitpunk (oder

auch Kauf- bzw. Verkaufszeitpunkt) und Zinszahlungstermin nicht {iberein, werden die sogenannten
Stiickzinsen berechnet. Unter Stiickzinsen versteht man die Zinsen, die zwischen dem letzten Zinszahlungstermin
und Bewertungstermin anfallen. Dazu sind die Tage zwischen letzten Zinszahlungstermin und Bewertungstermin

zu bestimmen. Grafisch kann man diesen Sachverhalt folgendermafien darstellen: ¢; und ¢5 sind zwei
benachbarte Zinszahlungstermine, ¢ der Bewertungszeitpunkt.

Zy, Zy,
+ i
0 thoot ts

Das Zeitintervall [t1,¢] gibt den Zeitraum an, der zwischen ¢; und ¢ liegt. Wiirde man die Anleihe zum
Zeitpunkt ¢ verkaufen, fallen Zinsen fiir das Intervall [¢1, t], die dem K&ufer der Anleihe nicht zustehen, da
er im Zeitpunkt t5 die gesamten Zinsen fiir das Intervall [¢;, ¢5] erhélt. Die Zinsen fur das Zeitintervall [¢1, t]
nennt man Stiickzinsen (Z;, ;). Unterstellt man die fiir diese Anleihen iibliche ”day-count-convention”
30/360 (ein Jahr hat 360 Tage, ein Monat 30 Tage), kann man die Tage des Intervalls [t1, t] angeben, die
sogenannten Zinstage (dy, ¢) Die Stiickzinsen betragen:

N - tnom * dtl,t

Jint = 360

Fiir das Beispiel (¢ = 2,25) erhilt man:

10000 - 0,05 - 90

=125
360

222,05 =

Die Stiickzinsen betragen 125 EUR. Der Kéufer muss zum aktuellen Preis der Anleihe noch zusétzlich
125 EUR zahlen.

In diesem Zusammenhang ist zwischen Clean Price und Dirty Price zu unterscheiden. Der an der
Borse notierte Kurs berticksichtigt nicht die Stiickzinsen und der gehandelte Preis der Anleihe wird Clean
Price genannt. Der berechnete Barwert BW; o5 enthélt die Zinsen fiir den gesamten Zeitraum (2, 3), d.h.
auch die Stiickzinsen. Der Barwert bestimmt den rechnerischen Kues C3 25r¢chn. und kann, aber muss
nicht, mit dem tatsachlichen Kurs identisch sein. Wiirde der an der Borse notierte Kurs zum Zeitpunkt
t = 2,25 98% betragen, wire der Clean Price 9800 EUR (98% - 10000). Der tatséchliche Dirty Price
ergibt sich aus dem Clean Price zuziiglich der Stiickzinsen (9800 + 125 = 99125).
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2.8.2 Festverzinsliche Anleihen mit unterjahrlicher Zinszahlung

Die Zinsperiode betréagt ein Jahr, die Zinszahlungen erfolgen unterjahrig. Gegeben ist ein Jahreszinssatz.
Der Nominalzinssatz (inem) gleich dem gegebenen Jahreszinssatz. Die unterjéhrigen Zinsen Z; werden
aus dem Nominalzinssatz N und der Anzahl der Zinszahlungstermine eines Jahres (m) abgeleitet. Als
” Day-count-convention” wird 30/360 gewé&hlt.

1
Zi:N'inom'i
m

Die Barwertberechnung erfolgt mit den unterjahrigen Nullkupon-Zinssétzen bzw. Nullkupon-Abzinsfaktoren.
Beispiel

Eine festverzinsliche Anleihe mit einer Laufzeit von 3 Jahren und gegebenen Jahreszinssatz von 5% wird
jéhrlich verzinst. Die Zinszahlungen erfolgen vierteljahrig, Der Nominalwert der Anleihe betréagt 10000
EUR. Zunéichst werden die vierteljahrigen Zinszahlungen berechnet.

Z; =10000- 0,05 - i =125

Die letze Zahlung ergibt sich aus den Zinsen und den zurlickzuzahlenden Nominalwert: N + Z15 =
10000 + 125 = 10125.

Die Barwertberechnung erfolgt mit unterjahrigen Nullkupon-Abzinsfaktoren. Dabei wird auf die Berechnung
im Unterabschnitt 2.1.1 zuriickgegriffen. Der Berechnung unterjéhrigen Nullkupon-Zinssitze i,e¢q; (0 — t)

, t =1,2,...,12 liegt die Interpolation der jahrlichen Nullkupon-Zinsséitze zu Grunde. Man erhilt die
Nullkupon-Abzinsfaktoren G« , t = 1,2,...,12, die in der nachfolgenden Tabelle angegeben sind:

1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12

0 | 0,9927 | 0,9855 | 0,9785 | 0,9714 | 0,9615 | 0,9505 | 0,9388 | 0,9262 | 0,9140 | 0,9014 | 0,8884 | 0,8750

Zur Barwertberechnung ist jede der Zahlungen mit dem entsprechenden Nullkupon-Abzinsfaktor zu
diskontieren.

BWo(Z1) = Z - Goe1) = 125-0,9927 = 124,09
BWo(Z2) = Z - Goe2) = 125-0,9855 = 123,19
BWo(Z3) = Z - Goes) = 125-0,9785 = 122,31
BWo(Z4) = Z - Goeay = 125-0,9714 = 121,43
BWo(Zs5) = Z - Goes) = 125-0,9615 = 120,19
BWo(Zs) = Z - Goes) = 125 -0,9505 = 118,81
BWo(Z7) = Z - Goer) = 125-0,9388 = 116,73
BWo(Zs) = Z - Goesy = 125-0,9262 = 115,78
BWo(Z9) = Z - o9y = 125-0,9140 = 114,25
BWy(Z10) = Z - 4oe10) = 125-0,9014 = 112,68
BWy(Z11) = Z - 4oe11) = 125-0,8884 = 111,05
BWo(N + Z12) = (N 4+ Z) - 4oe12) = 10125 - 0,8750 = 8859, 38

Die Barwerte der Teilzahlungen Sind zu addieren Man erhélt BW, = 10159, 86.
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Die Preisfunktion Py beriicksichtigt auch die Zahlung zum Erwerb der Anleihe. Wiirde die Anleihe zum
Nominalwert gekauft (Ko = N = 10000) betragt der Ausgabekurs 100% und die Preisfunktion lautet:

Py = BWy + Ky = 10159, 86 — 10000, 00 = 159, 86

Der faire oder rechnerische Ausgabekurs betragt:

BW, 10159, 86
N 10000

CO,rechn. = = 1, 015986

Mit 101.60% liegt der rechnerische Ausgabekurs tiber dem tatsdchlichen Ausgabekurs.

Allgemein kann formuliert werden:

BWy =Y BWo(Ri) + BWo(N) = =R+ Y doct) + N - Gocnm) (2.42)
t=1 t=1
Py =Y BWo(Ry)+BWo(N)+ Ko =—-R-> doect) + N Gocnm) + Ko (2.43)
t=1 t=1
B
CO,rechn. = % (244)

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Laufzeit der Anleihe n Jahre betrégt und in jedem Jahr m Zinszahlungen
stattfinden.

2.8.3 Nullkuponanleihen -Zerobonds

Nullkuponanleihen sind Anleihen mit nur zwei Zahlungen: eine Zahlung beim Erwerb der Anleihe und
die Riickzahlung des Nominalwertes N der Anleihe und der aufgelaufenen Zinsen Z. Die aufgelaufenen
Zinsen werden mit Hilfe des Nominalzinssatzes i,,,,, und der Laufzeit bestimmt:

Z=N-[(1+ipom)’ —1]

Die Nullkupon-Anleihen wurden bereits ausfiihrlich im Unterabschnitt 1.2.1 besprochen. Hier geht es
um die Barwertbestimmung bzw. den die Preisfunktion. Zunédchst wird der Erwerb einer Nullkupon-
Anleihe am Ausgabetag betrachtet. Wenn die Laufzeit der Nullkupon-Anleihe T Jahre betrigt, ist der
Endwert der Anleihe zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Nullkupon-Abzinsfaktor . 7) zu diskontieren.
An dieser Stelle muss darauf hingewiesen werden, dass der Nullkupon-Abzinsfaktor ¢ ) nichts mit
dem Nullkupon-Abzinsfaktor m zu tun hat. Letztere wird auf der Basis des Nominalzinssatzes
der Anleihe gebildet, wihren der der Nullkupon-Abzinsfaktor (o) der Nullkupon-Zinskurve entspricht
und mit Hilfe der realen Zinssétze i,.cq1(t1 — t2) gebildet wird.

Am Ausgabetag wird eine Nullkuponanleihe zum Ausgabepreis K, der sich aus dem Ausgabekurs Cy
ableiten lasst, gekauft:

Ko=Cy-N
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ODb dieser Ausgabekurs dem fairen bzw. rechnerischen Ausgabekurs entspricht, kann durch Berechnung
des Barwertes der Nullkuponanleihe BW,, iiberpriift werden. Zur Barwertberechnung diskontieren wir
die zweite Zahlung mit dem Nullkupon-Abzinsfaktor G« .:

Die Preisfunktion lautet:
Py=BWy+ Ko = (N + Z) : qA(0<—T) + Koy (2.46)
Der faire Kurs wird bestimmt:
BW,
CO,?"echn. = N 0 (247)

Der rechnerische Kurs muss nicht mit dem Ausgabekurs iibereinstimmen, da weitere Faktoren die Abweichung
verursachen kénnen. Gleichzeitig muss darauf hingewiesen werden, dass der Ausgabepreis nicht mit dem
Nominalwert der Anleihe identisch ist. Das wére nur dann der Fall, wenn der Ausgabekurs gleich 100% ist.

Vom der Nullkuponanleihe kann jederzeit der Barwert BW; bestimmt werden, sofern der Nullkupon-
Abzinsfaktor aus der Nullkupon-Zinskurve (G ) zum Zeitpunkt ¢ bekannt ist. Dieser Nullkupon-
Abzinsfaktor ist der zukiinftige Nullkupon-Abzinsfaktor und kann aus der Nullkupon-Zinskurve abgeleitet
werden (siehe dazu Unterabschnitt 1.5.4). Der faire Kurs der Anleihe Cj yechn. zum Zeitpunkt t kann aus
dem Nominalwert N und dem Barwert BW; bestimmt werden. Der Kaufpreis der Anleihe zum Zeitpunkt
t (tatsdchlich K; oder rechnerisch Ki yechn. wird mit Hilfe des Kurses Cy oder Cy rechn. abgeleitet:

BW; = (N+Z) - )
P,=BW,+ K, =(N+Z)-quer) + K

BW,
Ct,rechn. = N L
Kt = Ct . N

Kt,rechn. = Ot,rechn. -N

Alle Bewertungen der Nullkuponanleihe werden noch einmal in einer Grafik zusammengefasst.

Ko Kt N + ZT
4 + T
| =0 : T
4 +
BW, BW;

Beispiel:

Der Nominalwert der Nullkupon-Anleihe betrage N = 10000 EUR, der Jahreszinssatz 5% und die Laufzeit
T = 4. Es sind die Barwerte, die fairen Kurse und die fairen Kaufpreise der Anleihe zu den Zeitpunkten
t = 0 und t = 2 zu bestimmen. Die Nullkupon-Abzinsfaktoren G4y und gz 4) sind der folgenden
Tabelle zu entnehmen:

1234
0 0,8262
2 0,8920
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Die aufgelaufenen Zinsen betragen:

Z =N -[(1+inom)’ —1] = 10000 - [1,05* — 1] = 2155, 06

BWy = (N + Z) - Gioea) = 12155,06 - 0,8262 = 10042, 51
BWs = (N + Z) - G4 = 12155,06 - 0,8920 = 10842, 31

10042, 51
recn.zi,zl, 43 =1 ,4
Co.rech 10000 0043 = 100, 43%

10842, 31
szmm——4ﬂﬁaT*—1JB42—]O&42%

Der faire Kurs der Anleihe am Ausgabetag ist deutlich geringer als zum Zeitpunkt ¢ = 2. Wiirde der
Kaufer den Betrag von 10842,31 EUR zu Marktbedingungen 2 Jahre anlegen, erhielte er 12155,06 EUR.

Es wird nun angenommen, dass der Ausgabekurs 100% betragt:

Ko =Cpy-N =1,0000 - 10000 = 10000

Die Preisfunktion fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 lautet:

Py = BWy + Ky = 10042, 51 — 10000 = 42,51

aus Sicht des Kéufers der Nullkupon-Anleihe am Ausgabetag kann mit einem leichten Gewinn gerechnet
werden. Es sei nun der Zeitpunkt ¢ = 2 betrachtet. Wir nehmen an, dass der Borsenkurs der Anleihe
identisch mit dem rechnerischen Kurs ist. Der rechnerische Preis ist gleich dem zu zahlenden Kaufpreis:

Ko =C5- N =1,0842- 10000 = 10842
K2,Techn. = CQ,TECh’I’L‘ N = 17 0842 - 10000 = 10842

2.9 Variabel verzinsliche Anleihen - Floater

Bei festverzinslichen Anleihen gilt der konstante Nominalzinssatz wahrend der gesamten Laufzeit. Bei
variabler Verzinsung der Anleihe erfolgt zu bestimmten Zeitpunkten (fixing days) eine Anpassung oder
Korrektur des Zinssatzes. Diese Korrektur ist am Ausgabetag noch nicht festgelegt und ist an einem
Referenzzinssatz gebunden. D.h. am fixing day wird der Wert des Referenzzinssatzes fixiert, in der Regel
mit einem Zusatz versehen (z.B. einem Aufschlag von 50 Basispunkten). Dieser Zinssatz gilt dann bis zum
néchsten fixing day. Der Referenzzinssatz wird in Abhéngigkeit von der Laufzeit festgelegt . Bei kurzen
Laufzeiten wird ein Geldmarktzinssatz als Referenzzinssatz gewahlt: fiir européischen -Raum ist es in der
Regel der EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate) bzw. der LIBOR (London Interbank Offered Rate),
die Zinsséatze werden fiir wichtige Wahrungen wie z.B. USD, EUR, GBP fiir Laufzeiten von einem Tag
bis zu einem Jahr téglich berechnet und veroffentlicht. Sie spiegeln Durchschnittswerte von Zinsséatzen
im Geldmarkthandel wieder. Bei langen Laufzeiten im Kapitalmarktgeschaft werden Umlaufrendite
(durchschnittliche Rendite ausgewéhlter 6ffentlicher Anleihen und sonstiger festverzinslicher Wertpapiere
erster Bonitét) verwendet. Sie werden fiir Laufzeiten von 1 bis 10 Jahren, moglich auch dariiber hinaus
veroffentlicht. Wie spéter gezeigt wird, vereinfacht sich die Barwertberechnung, wenn als Referenzzinssatz
die Nullkuponzinssatze verwendet werden.
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Wichtig ist, dass bei Ausgabe der variabel verzinster Anleihe (andere Namen sind floater oder Forward
Rates Notes -FRN) sowohl Referenzzinssatz fest gelegt wird, ebenfalls der Aufschlag (Abschlag) auf den
Referenzzinssatz. Die konkreten Werte werden am fixing day festgestellt, man sagt auch gefixt.

Es ergibt sich folgendes Profil der Zahlungen:

Z (o) Z(i1) Zy(it—1) Zr_1(ir—2) N+ Zp(ir—1)
{ { { { {
0 1 2 ¢ T-1 T
/l\
K,

Dabei bezeichnen:

K Kaufpreis der Anleihe

Zy(iz—1)  Zinsen fiir die Zinsperiode (¢t — 1,t) auf Basis des Zinssatzes i;_1
N Nominalwert der Anleihe

T Laufzeit der Anlage

Die Zinsen fiir die Zinsperiode (¢ — 1,t) werden wie folgt berechnet. Der Zinssatz i;_; fiir die Zinsperiode
(t —1,t) ergibt sich dabei aus dem fixierten Wert des Referenzzinssatzes i, r,t—1 am fixing day ¢ — 1 und
dem vorher definierten Aufschlag A;_q :

b1 = Greft—1 + D1
Zi(ig—1) = N - i4—1

Die Zinssétze i;—; und 4pef—1 sind zum Zeitpunkt der Ausgabe der Anleihe ¢ = 0 nicht bekannt,
wohl aber, welcher Referenzzinssatz zum Zeitpunkt ¢ — 1 zur Berechnung von 4,1 angewendet werden
muss. Es ware nun zu klaren, wie diese variablen Zinssétze fiir die Barwertberechnung bestimmt werden
konnen. Grundsétzlich wire eine Zinsprognose moglich, man kann aber auch die variablen Zinssétze
aus der Nullkupon-Zinskurve ableiten. Dabei wird unterstellt, dass der Referenzzinssatz der Nullkupon-
Zinskurve entspricht. Die variablen Zinssatze sind nichts anderes als die schon bekannten zukiinftigen
Nullkuponzinssétze iyeq;(t — 1 — t), wenn der Referenzzinssatz aus der téglich verdffentliche Nullkupon-
Zinskurve abgeleitet werden kann:

. oo (L4 e (0 — to)t2
reat(ty — 1) = 2 : —1
1 l( 1 2) i/(l + 'Lreal(o N tl)tl

bzw.

q(tyto) =

Beispiel:

Die variabel verzinsliche Anleihe hat eine Laufzeit von 4 Jahren. Die Zinsperiode ist 1 Jahr, die
Zinszahlungen erfolgen am Ende der Zinsperiode. Der variable Zinssatz wird aus der aktuellen Nullkupon-
Zinsstrukturkurve bestimmt, d.h. der Referenzzinssatz i,.s; wird als zukiinftiger Zinssatz aus der
Nullkuponzinskurve abgeleitet. Der Aufschlag zum Referenzzinssatz betrigt A = 50 Basispunkte bzw.
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0,5%. Der Nominalwert der Anleihe ist 10000 EUR. Die jahrlichen Zinszahlungen sind variabel. Der
Ausgabekurs ist Cyp = 100%. Damit wird die Anleihe zum Preis Ky von 10000 EUR im Zeitpunkt
t = 0 gekauft. Der Referenzzinssatz fir die erste Zinsperiode (0,1) ist bekannt und ist gleich dem
Nullkuponzinssatz i,eq; (0 — 1) = 0,0294.

Aus dem Wert des Referenzzinssatzes fiir die erste Zinsperiode (0, 1) lasst sich leicht der variable Zinssatz
ip und die Zinsen fiir fiir diese Zinsperiode berechnen:

io = ire.0 + A =0,0294 + 0,0050 = 0, 0344
Z1 (i) = N - ig = 10000 - 0,0344 = 344

Fiir die restlichen Zahlungsstrome sind die zukiinftigen Nullkuponzinssétze heranzuziehen. Es ergeben
sich folgende Zahlungsstrome:

Zl = 344 Z2 Z3 N + ZT
1 \ 2 1
0 1 2 3 T—4
T
Ky = —10000

Alle zukiinftigen Zinsséatze fiir die weiteren Berechnungen sind in der folgenden Tabelle dargestellt:

1 2 3 1
0,0294 | 0,0391 | 0,0455 | 0,0489
0,0489 | 0,0536 | 0,0554
0,0585 | 0,0588
0,0591

W N = o

Unter Verwendung ausgewéhlter zukiinftiger Zinssétze lassen sich nun die zu erwartenden Referenzzinssétze
bestimmen bestimmen:

iref1 = irear(1 = 2) = 0,0489 = iy = 0,0539
iref2 = ireal(2 = 3) = 0,0585 = iy = 0,0635
iref.s = ireal(3 = 4) = 0,0591 = i5 = 0, 0641

Daraus ergeben sich die zukiinftigen Zinszahlungen:

Z5(i1) = N -4; = 10000 - 0,0539 = 539
Z3(iz) = N - iz = 10000 - 0,0635 = 635
Zy(is) = N - i3 = 10000 - 0,0641 = 641

Nun kann der Barwert berechnet werden. Alle Zahlungen sind bekannt:

71 = 344 7o = 589 75 = 635 N + Zr = 10641
4 4 4
0 1 2 t T

1+~

Il
W

Ko = —10000
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Jeder der Zahlungen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Hilfe der Nullkupon-Abzinsfaktoren g, abzuzinsen
und die abgezinsten Betrage dann zu addieren:

Il
N
=
o
T
N
Il
D
w
ot
=
[0.¢)
3
[
o
Il
(@}
ot
\'01
(=)
w

Die Teilbarwerte werden addiert:

BWqy = BWO(Zl) + BWO(ZQ) + BWO(Zg) + BW()(N + Z4) = 10180, 61

Der Barwert betragt 10.180,61 EUR.

Der Barwert kann genutzt werden, den rechnerischen Ausgabekurs Cp rechn. zu berechnen. Dazu ist der
Barwert der Zahlung dem Nominalwert der Anleihe entgegenzusetzen:

BW, 10180, 61
N 10000

CO,rechn. = = 1, 0180

Der rechnerische oder faire Ausgabekurs ware 101, 80%.

Die Preisfunktion ist :

Py = BWo(Z1) + BWo(Z2) + BWo(Zs) + BWo(N + Zs) + (Ko) = 10180, 61 — 10000 = 180, 61

Wiirde man auf den Aufschlag von A = 0,005 verzichten, ergibe sich folgendes Bild:

iref.0 = irear(0 — 1) = 0,0294 = iy = 0,0294
irefa = irear(1 = 2) = 0,0489 = i; = 0, 0489
iref2 = ireal(2 = 3) = 0,0585 = iy = 0,0585
iref.s = ireal(3 = 4) = 0,0591 = iz = 0, 0591

Daraus ergeben sich die zukiinftigen Zinszahlungen:

Zy1(ig) = N - o = 10000 - 0,0294 = 294
Zy(iy) = N - i1 = 10000 - 0,0489 = 489
Z(iz) = N - iy = 10000 - 0,0585 = 585
Za(is) = N i3 = 10000 - 0,0591 = 591
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BWo(Z,) = Z; - q(OH) =294 -0,9714 = 285,59
BWy(Z2) = Zs - d(oe2) = 489 - 0,9262 = 452,91
BWy(Z3) = Z3 - G(oe_3) = 585 - 0,8750 = 511,88

BWo(N + Zs) = (N + Z4) - Gioay = 10591 - 0,8262 = 8750, 28

Der Barwert betragt:10000,66 ~ 10000

Ein Barwert von & 10000 l&sst sich leicht erkldren: Der Zinsberechnung ohne A liegt der gleiche Zinssatz
zu Grunde wie zum Abzinsen, man muss folglich den Nominalwert erhalten. Zunéchst zeigen wir es fiir

unser Beispiel:

ireal(0 = 1)

lreal(l — 2) ireal(2 = 3)

BWy=N - . - -
0 ((1 Fireat(0 = 1)) " (14 ireqt(0 = 2))2 " (14 ipear(0 — 3))3
a3 4) 1 -
(14 ireq(0 = 4))2 (1 +dpeq (0 — 4))2
_N. (Q(o«n -1 qaeoy—1  qoesy— 1 qpeq —1 1 )
d(0+1) q%OeQ) q?ohﬂﬁ) q?0e4) q?0e4)
Da
t+1
9(0<—t+1)
Qt—t+1) = — 37
q(0<—t)
qoe1) —1 1 1
q(0+1) q(0<1)
_ q(20e2) qa2) —1 q(20<72) 1 1
q(1+2) = p) = 2 ) T2
4(0+1) 9(0«2) q0+1) " 90+2) 9020 A0+1) Qo2
q(0<—3) qa3) —1 q?o<—3) 1 1
d(2+3) = 3 = 3 — 3 = ~ 3
(0<—2) 9(0«3) 400+2)? " 90+3) 90e3) 90+2)2  YG(oe3)
(0<—4) gy —1 q?0<_4) I 1 1
4(3+-4) = 1 = Y 7 = -7
(0<—3) 9(0«a) 40-3)? " d0+4)  90ea) 9032 (o)
kann geschrieben werden
1 1 1 1 1 1 1 1
BWy=N-(1- ) + T3 +3 T4 + 3 )=N
qo<1)  q0+1)  Qo2) o020 Q030 903 o1y 90ea)
Allgemein gilt:
= Gttty — 1 1
—
BWO:N-(Z — + )
t=0 q(OHH) 9(0+T1)
_N. (CI(UH) - q(1;2) -1 - Q(otH) -1 - Q(O;T) —1 L Tl )
4(0+1) q(0+2) 9(0¢1) 90T) 901)
1 1 1 1 1 1 1 1
=N-((1- - = T ™ + = ) =N
q0+1)  q0+1)  Yo+2) 902 G0ty 9ot 901) 90c1)
(2.48)
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Die Preisfunktion - unter der Voraussetzung, dass der Nominalwert der Anleihe gleich dem Ausgabepreis
ist hat dann den Wert Null. In anderen Fall ist der Nominalwert durch den Ausgabepreis zu ersetzen.

Py=N—BWy=0

Dieses Ergebnis, (Barwert BW, = N) gilt nur, wenn als Referenzzinssatz der Nullkuponzinssatz ohne
Aufschlag A gewéhlt wird. Die Berechnungen kénnen aber genutzt werden, um den Barwert mit Aufschlag
A zu berechnen. Dazu ist die Zinsertrége, die durch den Aufschlag von A erzielt werden, zu diskontieren
und danach zu addieren:

T
> Aoy
t=1

Fiir das Beispiel betragen die zusétzlichen Zinsertrage bei A = 0, 0050 und einem Nominalwert von 10000
EUR genau 50 EUR, (10000 - 0,0050. Der Betréage sind fiir die gesamte Laufzeit ist zu diskontieren und
danach zu addieren:

Die Teilbarwerte fiir die Zinsertrage aus den Aufschlag A sind:

BWo(A1) = A~ N - o1y = 0,005 - 10000 - 0,9714 = 50 - 0,9714 = 48, 57
BWy(Az) = A~ N - o2 = 0,005 - 10000 - 0,9262 = 50 - 0,9262 = 46,31
BWoy(Az) = A~ N - (o) = 0,005 - 10000 - 0, 8750 = 50 - 0, 8750 = 43, 75
BWo(Ag) = A~ N - §(oegy = 0,005 - 10000 - 0, 8262 = 50 - 0, 8262 = 41,31

Die Teilbarwerte sind zu addieren, um den Barwert aller Zinsertridge aus dem Aufschlag A zu erhalten

(0,9714 + 0,9262 + 0, 8750 + 0, 8262) - 50 = 3, 5988 - 50 = 179,94

Der Barwert der zusétzlichen Zahlungen von 179.94 EUR sind zum Barwert aller Zahlungen ohne
Aufschlag von A = 0,0050 zu addieren. Man erhalt 10000 + 179,94 = 10179, 94. Dieser Wert entspricht
naherungsweise dem von uns errechneten Barwert von 10180,61 EUR.

Die Preisfunktion lautet:

T
Py=Ko—BWy=Ko—N =3 A-does
t=1

= Ky — 10000 — 10179,94 = 179,94

Im néchsten Schritt errechnen wir den Barwert zum Zeitpunkt ¢ = 2,25. Zum Zeitpunkt ¢ = 2 wird der
Referenzzinssatz gefixt und der neue Zinssatz fir die Periode (2, 3) gebildet und die Zinsen berechnet:

iy = irefa + A =0,0585 + 0,005 = 0,0635
Z3(iz) = N - i5 = 10000 - 0,0635 = 635
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Zum Zeitpunkt ¢t = 3 kann der Referenzzinssatz aus der Nullkupon-Zinskurve, identisch zum obigen
Beispiel abgeleitet werden:

is = iress + A =0,0591 + 0,005 = 0, 0641
Z4(i3) = N - iz = 10000 - 0,0641 = 641

Diese Zahlungen sind mit den Nullkupon-Abzinsfaktoren §(2 25, 3) und §(2 25 4) abzuzinsen. Im Unterabschnitt 1.5.3
wurden bereits die Abzinsfaktoren 2253y und §(225.4) bestimmt. Sie dienen dem Abzinsen der
ausstehenden Zahlungen zum Moment ¢ = 2,25. Der Barwert BW; o5 kann nun berechnet werden:

BWas a5 = Z3 - §(2,25¢3) + (N + Z1) * §(2,25¢ 1)
BWj 95 = 635 -0,9573 4+ 10641 - 0,9039 = 607,89 + 9618, 40 = 10226, 28

Der Barwert BW; o5 = 10226, 28 enthélt die gesamten Zinsen Z,, ; fiir die Periode (2, 3). darin sind die
Stiickzinsen Zs 9 o5 fiir die Periode (2;2,25) mit enthalten, die berticksichtigt werden miissen:

N -iy-d
10000 - 0,0585 - 90
L2225 = 360 = 145,50

Die Stiickzinsen betragen 145,50 EUR. Soll die Anleihe zum fairen (rechnerischen) Preis muss der verkauft
werden, d.h. zum Barwert BW; o5 = 10226, 28, muss der Kéufer der Anleihe zusatzlich zum Kaufpreis
dem Verkaufer die Stiickzinsen ersetzen.
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Kapitel 3

Risikoberechnung fur einfache
Finanzprodukte

Wir miissen davon ausgehen, das Okonomische Prozesse, insbesondere finanzielle Prozesse, mit einer
gewissen Unsicherheit ablaufen. Niemand ist in der Lage, die Entwicklung finanzieller Parameter, wie
z.B. Zinssatze oder Wechselkurse, mit absoluter Sicherheit vorauszusagen. Da nutzen auch nicht gute
Prognoseinstrumentarien oder finanzmathematische Verfahren, zukiinftige Zinssétze vorauszusagen, immer
handelt es sich um eine Voraussage, die genau so eintreten kann oder, wie es in den meisten Fallen der Fall
ist, auch nicht. Wie in den vorherigen Kapiteln beschrieben, werden in Finanzinstrumenten vertraglich
Konditionen festgelegt, welche Zahlungen in der Zukunft geleistet werden miissen. Die Marktbedingungen
in der Zukunft miissen mit den vereinbarten Zahlungsbedingungen nicht vollstédndig {ibereinstimmen,
obwohl die Vertragsparteien bestrebt sind, moglichst fundierte und treffsichere Voraussagen im Vertrag
zu fixieren. Die Diskrepanz zwischen vorhergesagten Entwicklungen der Marktparametern und den
tatsachlich eingetretenen fithrt in der Regel zu Verlusten bei einem der Vertragspartnern, wahrend
der andere von der Diskrepanz profitiert. Jeder der Vertragsparteien muss damit rechnen, dass der

geschlossene Vertrag verlustbringend ist, und kann andererseits hoffen, dass die Entwicklung der Marktbedingungen

ihm finanzielle Vorteile bringen. Im Risikomanagement interessieren nicht die moglichen Gewinn von
Finanzmarktkontrakten, wohl aber die finanziellen Verlust. Gelingt es diese im Voraus einzuschéitzen,
konnen Gegenmafinahmen getroffen werden, die die moglichen Verluste weitgehend kompensieren. Vollstandig
wird es kaum gelingen, aber oft geniigt es schon, die GréBenordnung zu bestimmen, oder wenigstenz eine
Schranke der méglichen Verluste anzugeben.

Es existieren eine Reihe Risiken im Finanzsektor , die wir kurz aufzeigen, um dann eine Fokussierung auf
ganz bestimmte Risiken im Zusammenhang mit Finanzmarktprodukten vorzunehmen:

1. Kreditrisiko. Unter dem Kreditrisiko versteht man mogliche Verluste, falls ein Kreditnehmer
nicht mit in der Lage ist, seine Riickzahlungsverpflichtungen vollsténdig oder teilweise zu erfiillen.
Dazu zahlt neben den klassischen Bankkredit auch das sogenannte Emittentenrisiko, dh. die
vollstandige oder teilweise Zahlungsunfahigkeit von Emittenten von Wertpapieren, aber auch die
Bonitatsverschlechterung des Emittenten. Da haufig auch Staaten Kredite aufnehmen oder Wertpapiere

emittieren, spielt auch das Landerrisiko eine wichtige Rolle (Zahlungsunféhigkeit oder Zahlungsunwilligkeit

von Léandern).

2. Marktpreisrisiko. Unter dem Marktpreisrisiko versteht man mogliche Verlusten von Banken, und

Kreditinstituten, aber auch von Besitzern von Wertpapieren, die durch Veranderung der Marktbedingungen

hervorgerufen werden. Es ist moglich, fiir einzelne Finanzprodukte das Marktpreisrisiko zu einem
bestimmten Bewertungsmoment zu bestimmen.

3. operationelles Risiko: ”Das operationelle Risiko ist geméafl Artikel 4 Nr. 52 der Capital Requirements
Regulation ( CRR ) das Risiko von Verlusten, die durch die Unangemessenheit oder das Versagen
von internen Verfahren, Menschen, Systemen oder durch externe Ereignisse verursacht werden,
einschlielich Rechtsrisiken.” ([Bun21b])

4. Liquiditatsrisiko. ”Beim Liquiditétsrisiko unterscheiden die Institute im Wesentlichen zwischen
- dem Liquiditéatsrisiko im engeren Sinne (Zahlungsunfihigkeitsrisiko) als der Gefahr, dass die
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Bank ihren gegenwéartigen und zukiinftigen Zahlungsverpflichtungen nicht mehr vollstéandig oder
nicht fristgerechtnachkommen kann,

- dem Refinanzierungsrisiko als die Gefahr, zusétzliche Refinanzierungsmittel nur zu erhohten
Marktzinsen beschaffen zu kénnen,

- dem Marktliquiditatsrisiko als der Gefahr, bedingt durch aulergewohnliche Begebenheiten
Vermogenswerte nur mit Abschldgen am Markt liquidierenzu konnen. ” (ZITIERFEHLER

In diesem Buch beschranken wir uns im wesentlichen auf das Marktpreisrisiko. Nur fiir Unternehmensanleihen
(siehe ?7) wird zuséitzlich das Kreditausfallsrisiko betrachtet.

3.1 Grundlagen der Risikoberechnung

Bei der Risikoberechnung geht es um die Quantifizierung der moglichen Verluste bei Eintritt einer
Verdnderung der Marktbedingungen. Da die konkrete Verlustgrofie nicht vorhergesagt werden kann
wegen der Ungewissheit der Entwicklung der Marktparameter berechnet man den groftmoglichen Verlust,

d.h. eine Verlustobergrenze. Fiir diese gilt ebenfalls: eine genaue Bestimmung des maximal moglichen
Verlustes ist ebenfalls unmoglich und man bedient sich der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es wird der
grofitmogliche Verlust bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 95% oder 99% oder 99,9% berechnet.
Unsere Berechnungen beziehen sich auf Finanzprodukte oder Portfolios (d.h. eine Menge von Finanzprodukten).
Dabei wird unterstellt, dass das Finanzprodukt oder das Portfolio eine gewisse Zeit, in der Regel 1 oder

10 Banktage) unverdndert gehalten wird. Einzig die Marktbedingungen kénnen sich &ndern.

Zunachst einige Definitionen. Wir betrachten ein Finanzinstrument zu zwei Zeitpunkten ¢y und t;.
Der Preis des Finanzinstrumentes wir durch die Preisfunktion P(t) und die den Preis bestimmenden
Marktparameter (Marktdaten) bestimmt. Mit y;(¢) bezeichnen wir den Wert der Marktdaten j zum
Zeitpunkt t, j = 1,2,...,n. Marktdaten kénnen sein: Zinsséitze, Wechselkurse oder dhnliche Gréflen, die
den Preis des Finanzproduktes bestimmen. Haufig werden im Zusammenhang mit Risikobetrachtungen
die Marktdaten auch als Marktrisikodaten bezeichnet. Damit soll betont werden, dass die Verdnderung
der Marktdaten ursachlich fiir mogliche Verluste verantwortlich zeigen. Wir konnen fiir die Preisfunktion
formulieren:

P(t) = P(y1(t), y2(t), e yj (£), ey yn (1))
P(to) = P(y1(to), y2(to), .,y (o) s Yn(to))
t1) = P(y1(t1), y2(t1), -, yi(t1), oo Yn(t1))

Dabei bezeichnen:

to Beginn der Haltedauer
t1 Ende der Haltedauer
t1 —ty Haltedauer

Die Wertveranderung des Finanzinstrumentes wihrend der Haltedauer bezeichnen wir mit AP(tg,t1):

AP(to,t1) = P(t1) — P(to)
AP(to,tl) P(yl(t1)7y2(t1),...,yj(t1)7...7yn(t1)) —P(yl(t0)7y2(t0),...,yj(t0)7...7yn(t0))

In Abhéngigkeit vom Vorzeichen ist die Wertverdnderung ein Gewinn (profit) oder ein Verlust (loss).
Deshalb wird die Wertveranderung des Finanzinstrumentes auch als Profit and Loss (PnL) bezeichnet.

3.1.1 Statistische Grundlagen I

1. Haufigkeitsverteilung und Verteilungsfunktion eines Datensatzes mit Einzelwerten
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Gegeben sei ein Datensatz aus n Einzelwerten x; mit j = 1,2, ...,n, die der Gréfle nach geordnet sind:

21 Sw2 < .y Ty

Treten identische Einzelwerte auf sind disjunkte Merkmalsauspriagungen &; zu bilden und die entsprechend
Haufigkeit der Merkmalsauspragungen n; = n(§;) zu bilden. Die disjunkten Merkmalsauspragungen sind
zu ordnen (&, > &, wenn Iy > l3), so dass gilt:

SIS I 3

Es gilt:

m
n = E ny
=1

Die absolute Haufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung von disjunkten Merkmalsauspragungen zu
deren absoluten Haufigkeiten:

[&—=n = f(&) =n(&)

Die relativen Haufigkeiten p; werden folgendermaflen gebildet:

ny
p=pX =§)=—
n
n = E n; =
=1

Die relative Haufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung von disjunkten Merkmalsauspragungen zu deren
relativen Haufigkeiten:

f&a—=m=f(&) =p&)

Tabellendarstellung Haufigkeitsverteilung:

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspragung | Haufigkeiten | Haufigkeiten
& ny D1
3 n2 P2
Em Nm DPm

Beispiel:

Gegeben sei folgender Datensatz, bestehend aus 10 Wertverdnderungen eines Portfolios (Profit and Loss
- PnlL)
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x; Merkmalsauspragung
x1 | -1000
x2 | - 500
x3 | -500
Xq -500
x5 | -100
Te 0

x7 | 1000
rg | 2000
xg | 2000
10 2500

Einige Werte haben den gleichen Wert (x2 und x5 und x4) und ( g und xg). Deshalb unterscheiden wir in
disjunkte Merkmalsauspragungen. Die nachfolgende Tabelle enthélt die disjunkten Merkmalsauspragungen
sowie die dazugehorigen absoluten und relativen Haufigkeiten. Damit sind gleichzeitig die absolute und
relative Haufigkeitsverteilung dargestellt:

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspragung | Haufigkeiten | Haufigkeiten
& = —1000 1 0,1

& = —500 3 0,3

&3 = —100 1 0,1

&4=0 1 0,1

& = 1000 1 0,1

&6 = 2000 2 0,2

&7 = 2500 1 0,1

Der Begriff der Verteilungsfunktion ist eng mit dem Begriff der Haufigkeitsverteilung verbunden. Zunéchst
bilden wir die absolute und relative Summenhéaufigkeit. Dazu werden die absoluten und relativen Haufigkeiten
der disjunkten Merkmalsauspragungen &; verwendet.

absolute Summenhiufigkeit H;:

Interpretation: H; Merkmalsauspragungen haben einen Wert kleiner oder gleich der disjunkte Merkmalsauspragung

&

relative Summenhaufigkeit Fj:

l
F = Zpr
r=1

Interpretation: Fj-100% aller Merkmalsauspragungen haben einen Wert kleiner oder gleich der disjunkte
Merkmalsauspragung &;.

Beispiel:

Fiir das oben angefiihrte Beispiel von 10 Merkmalsausprigungen gilt fiir [ = 3:
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3l
H3:Zm:1+3+1:5

r=1

3
Fsy=) p=0,140,3+0,1=0,5

r=1

Interpretation: 5 Beobachtungen oder 50% aller Beobachtungen haben einen Wert, der {3 = —500 nicht
iiberschreitet, sofern der Datensatz geordnet ist.

Zur Definition der Verteilungsfunktion benotigt man die relativen Summenhéaufigkeiten.

Definition der Verteilungsfunktion:

0 Vr: x <&
l
F(x): E:ZPT V‘T:flgl’<§l+1 121,2,...,77?/*1
r=1
1 Ver:x>¢&,
mit
X relle Zahl
& kleinster beobachteter Wert (disjunkte Merkmalsauspragung)
Em groesster beobachteter Wert (disjunkte Merkmalsauspragung)

pr=p(&§) relative Haufigkeit der Merkmalsauspragungen X = ¢

Interpretation: F'(x) ist die relative Summenh&ufigkeit, dass die Merkmalsauspragungen eine Wert kleiner
oder gleich der reellen Zahl x annehmen.

Beispiel:

Zunachst werden die Summenh&ufigkeitsverteilungen berechnet: sie sind inder nachfolgenden Tabelle
dargestellt:

disjunkte absolute Summen- | relative Summen-
Merkmalsauspragung | haufigkeiten H; h&ufigkeiten Fj
& = —1000 1 0,1

& = —500 4 0,4

& = —100 5 0,5

&=0 6 0,6

& = 1000 7 0,7

&6 = 2000 9 0,9

&7 = 2500 10 1,0

Man erhélt folgende Verteilungsfunktion:

0 Ve : x <& Vz : z < —1000

0,1 V: & <x<& Vr: —1000 <z < =500

0,4 Vr: & <x<é& Ve: —500<z<-100
Fz) = 0,50 Ve:é&<z<éy Vr: -100<z<0

0,6 Vr: & <zx<é& Vr:0<x<1000

0,7 Ve: & <xz<& Vr: 1000 <z < 2000

0,9 Vr:&<zxz<& Vr:2000 <z <2500

1 Vr: x> & Yz : x> 2500
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2. Quantil eines eines Datensatzes mit Einzelwerten

Gegeben sei die Reihe geordneter Beobachtungen z; eines Datensatzes:

1 <22 < .., <1y

Definition: Der Median z des Datensatzes ist bei einer ungeraden Anzahl von Beobachtungen:

T = T n+1
2

Definition: Der Median Z des Datensatzes ist bei einer geraden Anzahl von Beobachtungen:
T e {oy,o4n}

haufig

~ 1
T = 5(:6% +x%+1)

Interpretation: mindestens 50 % der Beobachtungen sind kleiner oder gleich als Z und mindestens 50 %
aller Beobachtungen sind grofler oder gleich z.

Es sei darauf hingewiesen, dass bei einer geraden Anzahl von Beobachtungen jeder Wert = € {x% , z%H}
den Median (d.h. den Wert, welcher den Datensatz in zwei Hélften unterteilt) bilden kann. Exemplarisch
als Reprasentant wird der Mittelwert aus xz und zz 1, gebildet: z = %(1‘% + x%H) gebildet.

Verallgemeinerung des Begriffes Median - das Quantil:

Der Datensatz soll nun nicht mehr in zwei Hélften unterteilt werden, sondern in beliebige zwei Teile.
Dazu wird eine Zahl p mit 0 < p < 1 vorgegeben ( beim Median hat p den Wert 0,5), die mafigeblich fiir
die Bestimmung des Quantils ist.

Diese Verallgemeinerung des Medians heifit Quantil und wird mit x, bzw. x,.10¢ % bezeichnet.

Interpretation: Mindestens p - 100 % der Beobachtungen sind kleiner oder gleich als x,, und mindestens
(1—p)-100 % aller Beobachtungen sind gréBer oder gleich x,,. D.h. der Datensatz der geordneten Element
besteht aus zwei Teilen:

1 <o < o,k S Tpy S Ty <, Ty

p-100 % (1—p) 100 %

Um das Quantil z, zu bestimmen, ist der Parameter p mit der Anzahl der Einzelwerte des Datensatzes
zu multiplizieren. Ist das Produkt ganzzahlig, ist damit der Einzelwert bestimmt, der das Quantil bildet,
d.h. der Wert aus dem Datensatz, der beide Teile des Datensatzes trennt.

g=n-p

Das Quantil ist dann z, = z,.

Ist jedoch das Produkt nicht ganzzahlig, ist ein Wert zu bestimmen, der zwischen zwei ganzzahligen
Einzelwerten liegt. Dazu wird zunéchst der ganzzahlige Bestandteil g von g gebildet werden. Dann gilt :
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zp € {25, 2541}

Das Quantil x, liegt zwischen den beiden ganzzahligen Werten xz und x7y;. Es ist moglich, das Quantil
so zu bestimmen, dass es der Lage zwischen den ganzzahligen Einzelwerten entspricht. Dazu ist der
nichtganzzahlige Anteil r der Zahl g zu bilden: r =g — g

g<g=g+r<g+l

dann

zp=(1—7) xz5+7r- 501

Haufig nutzt man den Durchschnitt aus 7 und xg4q:

Tt Tim
Tp = —(H
2

Beispiel (Nutzung des obigen Datensatzes):

Es sind der Median, das 20%-Quantil und das 99%-Quantil zu berechnen.
Der Parameter p hat fiir die Berechnung des Medians den Wert 0,5:

v (za0 +x0,7) = 0,5 (25 + 26) = 0,5 (~100 + 0) = ~50

DN | =

(g +rn) =

N | =

Zur Berechnung des Quantile sind die Produkte g = n - p zu bestimmen. Zunéchst wird das 20%-Quantil
bestimmt. Den Wert des Parameters g erhdlt man durch Multiplikation von 20% mit der Anzahl der
Beobachtungen:

g=n-p=0,2-10=2

Daraus kann das 20%-Quantil abgeleitet werden:

Zo,2 = T2 = —500

Fiir das 99%-Quantil (mit p = 0,99) erhélt man:

Der nichtganzzahlige Anteil fiir das 99%-Quantil betrdgt 0,9. Die Quantilsberechnung kann nun vorgenommen
werden:
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s +x 2000 4+ 2500
T0,99 = % leo = ; = 2250

bei Verwendung des Mittelwertes

2000 = (1—7) 25472501 = 0,1-29+0,9- 219 = 0,1-2000 40,9 - 2500 = 2450

bei der Nutzung der Lage zwischen den ganzzahligen Einzelwerten

Der Median betragt -50, das 20%-Quantil 500 und das 99%-Quantil 2250, wenn der Mittelwert zur
Bestimmung des Quantils verwendet wird und 2450, wenn der Abstand der Zahl g von den beiden
ganzzahligen Einzelwerten berticksichtigt wird. Der Verlust von -50 teilt den Datensatz in zwei Halften.
20% aller Werte sind kleiner oder gleich als -500; 80% aller Werte sind groier oder gleich als -500. 99%
aller Werte sind kleiner oder gleich als 2250 (bzw. 2450); 1% aller Werte sind kleiner oder gleich als 2250
(bzw. 2450).

Zur Interpretation des Quantils kann man das Histogramm des Datensatzes nutzen.

rel. Haufigkeit
0,35

03
0,25
0,2

0,15

0,1
- .
0

x1

o

X2 x3 x4 x5 x6 x7

Dabei verzichten wir wegen der geringen Anzahl der Beobachtungen auf die iibliche Einteilung des
Datensatzes in Intervalle. Der Flacheninhalt des Histogramms betrdgt 1. Soll nun der Datensatz in
zwei Teile, z.B. im Verhaltnis 99% : 1% geteilt werden, bedeutet das auch die Aufteilung der Flache im
Verhaltnis 99% : 1%. Im rechten Teil der Grafik befinden sich 1% der Gesamtfliche. Das Quantil ist
dann der x-Wert, der die Flache in das Verhaltnis 99% : 1% teilt.

Auch aus der Verteilungsfunktion kann das Quantil abgelesen werden, denn es gilt:

zp = min(z|F(z) > p) (3.1)
Betrachten wir einen Ausschnitt aus der Verteilungsfunktion F(x)
Fz)=4q¢ 0,9 Vz: & <az<& Va: 2000 <z < 2500
1 Vr: x> & Vz : z > 2500

Wird wiederum das Teilungsverhaltnis 99% : 1% verwendet,so liegt die Teilungsgrenze des Datensatzes
zwischen den Merkmalsauspragungen xg und zjg,also zwischen 2000 und 2500 und betragt 2450.
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Beispiel 2:

In der Risikoberechnung ist es iiblich, langfristige Reihen der Verinderungsraten der Marktdaten zu
betrachten. Als Beispiel verwenden wir die Entwicklung des Wechselkurses des USD zum EURO (wk;(USD, EUR))
vom 2.1.2020 bis 22.12.2020. Insgesamt handelt es sich dabei um geneu 250 Verdnderungsraten (wyk, (USD, EUR)).
Die Verdnderungsraten des Wechselkurses werden nach folgender Formel berechnet:

wky(USD EUR) — wk,_,(USD EUR)
wky,_1(USD EUR)

W, (USD EUR) =

Der Datensatz ist in der nachfolgenden Tabelle dargestellt:

Datum Wechselkurs- | Verdnderungsraten
des Wechselkurses

02.01.2020 | 1,1193 -

03.01.2020 | 1,1147 -0,0041

04.01.2020 | 1,1194 0,0042

18.12.2020 | 1,2259 0,0011

21.12.2020 | 1,2173 -0,0070

22.12.2020 | 1,2239 0,0054

Der geordnete Datensatz der Veranderungsraten,beginnend mit dem kleinsten Wert, ist in der nachfolgenden
Tabelle dargestellt:

Beobachtung | Verdnderungsraten
des Wechselkurses

1 -0,0041

2 -0,0157

3 20,0122

248 0,0132

249 0,0133

250 0,0142

Oder in grafischer Form:
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Das zugehorige Histogramm mit einigen statistischen Informationen sind in folgender Grafik dargestellt:
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28

Series: W_WK_USD_EUR
Sample 1250
Observations 250

244

20
Mean 0.000369

Median 0.000504
Maximum 0.014224
Minimum -0.015685
Std. Dev. 0.004906
Skewness 0.046453
Kurtosis 3.539440

Jarque-Bera  3.121111
Probability ~ 0.210019

Das 1%-Quantil bei 250 Verdnderungsraten liegt zwischen der zweiten und dritten Beobachtung des
geordneten Datensatzes, der Parameter r betrdgt 0,5 (g =n-p=250-0,01 =2,5und r =2,5 — 2):

2y € {Wuky (USD EUR), wur,(USD EUR)}

wks(USD EUR) + wy1,,(USD EUR) _ —0,0157 — 0,0122
v, = (W, ( );w ks ) _ 5 = —0,01395

Interpretation: 1% aller Verdnderungsraten haben einen Wert kleiner oder gleich als -0,01395, 99% aller
Veranderungsraten haben einen Wert nicht kleiner als -0,01395.

3. Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofle

Es kann zielfiihrend sein, an Stelle von diskreten H&ufigkeitsverteilungen und Verteilungsfunktionen
stetige Funktionen zu verwenden. Das Beispiel der 250 Verianderungsraten des Wechselkurses zeigt,
dass die diskrete Haufigkeitsverteilung bzw. die Verteilungsfunktion etwa 250 Elemente oder Zeilen hat
und damit uniibersichtlich ist. Besonders dann ist ein Ubergang zur stetigen Variante dann sinnvoll,
wenn theoretische Verteilungen die diskrete Haufigkeitsverteilungen annéhernd wieder spiegeln kénnen.
Mit etwas Phantasie kann man aus dem Histogramm der Veranderungsraten des Wechselkurses eine
Normalverteilung erkennen. In praktischen Berechnungen erweist es sich, dass die Verteilung von Marktdaten
(Verdnderungsraten der Zinssdtze und Wechselkurse) und Profit and Loss nidherungsweise durch eine
Normalverteilung beschrieben werden kénnen.

Das Histogramm einer Haufigkeitsverteilung kann Auskunft dariiber geben, welche stetiges Dichtefunktion
der Haufigkeitsverteilung entspricht. Um das zu illustrieren, betrachten wir eine Zeitreihe von Veranderungsraten
eines Zinssatzes im Verlaufe eines Jahres:

Die Héufigkeitsverteilung kann durch eine Normalverteilung approximiert werden. Im Histogramm ist
auch die Dichtefunktion eingezeichnet, wobei die Parameter Mittelwert und Varianz aus der Verteilung
der Einzelwerte abgeleitet werden.
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Definitionen:
Dichtefunktion:
Eine integrierbare Funktion f heiffit Dichtefunktion der Zufallsvariable X, wenn gilt:

b
/f(t)dt — Pla<X <b)

Dabei ist P(a < X < b) die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X pn den Genzen (a < X <))
liegt.

Verteilungsfunktion:
xT
Fx(z) = P(X < 2) = / F(O)dt
mit x € R und X - reelle Zufallsvariable
Der Ausdruck P(X < x) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgréie X kleiner als die reelle Zahl x ist.

Wir betrachten eine spezielle Dichte- bzw. Verteilungsfunktion: die Normalverteilung.

f(t) 1 _ (t—u2)2
= —— 20
V2mo?

r 1 r (t—pm)?
Fx::/ t)dt = /e_ 202t
@)= [ 1= s

Dabei bezeichnen:

- f(t) die Dichtefunktion mit den Parametern p und o

- F(z) die Verteilungsfunktion mit den Parametern p und o
- i den Mittelwert

- o die Standardabweichung des Datensatzes der Einzelwerte.

An dieser Stelle sei es geboten, die beiden Parameter der Verteilung kurz zu spezifizieren. Der Mittelwert
w und die Varianz o2 bzw. die Standardabweichung ¢ werden aus den Einzelwerten x; mit i = 1,2,...,n
der Zeitreihe bestimmt:

Sind der Mittelwert ¢ = 0 und die Standardabweichung o2 = 1 spricht man von der Standardnormalverteilung.
Die Formeln fiir Dichte- und Verteilungsfunktion vereinfachen sich wie folgt:
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In den nachfolgenden Grafiken sind Dichte- und Verteilungsfunktion einer Normalverteilung dargestellt.
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Ist der Mittelwert p > 0, wird die Grafik der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung nach rechts
verschoben, bei einem Mittelwert p < 0 erfolgt eine Verschiebung nach links. Eine Standardabweichung
von o2 < 1 hat eine Streckung der Kurve der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung zur Folge,
withrend o2 > 1 eine Stauchung der Kurve zur Folge hat.

4. Quantil einer Verteilung einer Zufallsgrofle

Das Quantil der Ordnung p einer ZufallsgroBe X (z,) ist definiert als:

z, = Fx'(p) = inflx € R, Fx(x) > p| (3:2)

Dabei bezeichnen:

- X eine Zufallsvariable

- x eine reelle Zahl (—oo < < 00)

- Fx(z) die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofe X

- p eine reelle Zahl (0 < p < 1)

- Fx'(p) - die inverse Verteilungsfunktion der ZufallsgréBe X
- p Quantil der Ordnung p

Betrachtet man die Standardnormalverteilung, kann das Quantil mit Hilfe der Dichtefunktion grafisch
interpretiert werden. Der Flacheninhalt unterhalb der Kurve der Dichtefunktion bis zur x-Achse betrigt
1. Der Parameter p unterteilt diese Fliche in zwei Teile mit dem Flacheninhalt p und (1-p). Der Wert
auf der x-Achse, der die Trennung der beiden Fléchen vornimmt, ist das Quantil der Ordnung p (z,:

p 1-p

Quantil

Auch die Verteilungsfunktion kann zur Interpretation herangezogen werden. Dazu fixieren wir auf der
der y-Achse den Wert p und bewegen uns parallel zur x Achse zum Schnittpunkt mit der Kurve der
Verteilungsfunktion und lesen den Wert des Schnittpunktes auf der x-Achse ab. Dieser Wert ist das
Quantil der Ordnung p (z,)
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Beispiel:

Wir betrachten das Beispiel der Verdnderungsraten des Wechselkurses USD zu EUR. Um die Dichte und
Verteilungsfunktion zu bilden, miissen zu nachst Mittelwert und Standardabweichung berechnet werden.
Hier wird nur das Ergebnis der Berechnungen angegeben, da die Einzelwerte nicht vollstédndig in der
Tabelle angegeben werden.

Der Mittelwerty hat den Wert 0,000369. Die Varianz o2 betriagt 0,000024 die Standardabweichung o
0,004906.

Dichtefunktion f(x) und Verteilungsfunktion F(x) haben folgende Form:

f(x) F(x)
90 1,2
80
1
70
60 0,8
50
0,6
40
30 0,4
20
0,2
10
0 0
SNV oOOANNVIETNNDMNOOOIANNNANOONTSE NSNS HON AN OO HMNMOWOONNOATNRNNDNOAOANLANDNDONSTNS A0 AN DO
omoov\r\\cmmmeNHOOOHHNmoqmmmv\wwm D-moov\r\mmmmeNﬁoooaHNmowmmmv\mwm
0900909090000 g989QQC0000 900 g 0900 QoQ T0 Q09 Q00900 g09Q0 9909090 g0 9999090
OO0 000000 O OO0 00000 O0OOo (=}« elelNeNeNelNe) OO0 0000000 ' OO0OO0OO0OO0COOOOo (=l elelelelele o)

Soll nun z.B. das 10%-Quantil bestimmt werden (p = 0, 1), ist der Wert der inversen Verteilungsfunktion

(Fx '(p)) zu bestimmen. In alten Statistiklehrbiichern wurden ausgewihlte Werte der inversen Verteilungsfunktion

in Tabellenform angegeben, wodurch naherungsweise der Wert F'y ! (p) bestimmt werden konnte. Inzwischen

ist im Excel die Verteilungsfunktion der Normalverteilung implementiert, die durch die Funktion NormInv(Zufallszal
aufgerufen werden kann. Dabei entspricht p der Zufallszahl.

F5'(0,1) = NormInv(0, 1;0,000369; 0,070043) = —0, 0894

D.h. 10% aller Verénderungsraten haben einen Wert kleiner oder gleich -0,0894 oder 90% aller Veranderungsraten
haben einen Wert grofier oder gleich -0,0894.

Vergleichen wir nun die Berechnung des Quantils aus Einzelwerten mit der Quantilsbestimmung mit
Hilfe der inversen Verteilungsfunktion F'y 1(p). Es wird - wie bereits bei der Berechnung des Quantils aus
Einzelwerten das 1%-Quantil mit dem Parameter (p = 0,01) berechnet.

F5'(0,01) = NormInv(0,01;0,000369; 0,070043) = —0, 1626
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Die Berechnung aus Einzelwerten ergab folgendes Ergebnis:

20,01 € {Wok, (USD EUR)); wur, (USD EUR))}
Wy, (USD EUR)) + Wy, (USD EUR))  —0,0157 — 0,0122
2 - 2

20,01 = = —O, 01395
Interpretation: 1% aller Verdnderungsraten haben einen Wert kleiner oder gleich als -0,01395, 99% aller
Veranderungsraten haben einen Wert nicht kleiner als -0,01395, wenn das Quantil aus Einzelwerten
bestimmt wird. Die Nutzung der inversen stetigen Verteilungsfunktion ergibt ein anderen Quantilswert (-
0,1626). Der Unterschied erklart sich daraus, dass die stetige inverse Verteilungsfunktion nur ndherungsweise
der Haufigkeitsverteilung aus Einzelwerten entspricht.

3.1.2 Value at Risk

Zu Beginn des Kapitels wurde bereits der Begriff Profit and Loss (PnL) eingefithrt. Profit and Loss ist
die Wertverianderung eines Finanzproduktes oder eines Portfolios AP(t1,t2) wahrend der Haltedauer.
Die Wertverdnderung wird mit Hilfe der Preisfunktion P(t) gemessen. Dabei gehen wir davon aus, dass
die Preisverdnderung durch die Verdnderung der Marktdaten y;(¢) hervorgerufen wird:

AP(t) = AP(to, t1) = P(t1) — P(to)
AP(t) = AP(to,t1) = P(y1(t1), y2(t1), o Y5 (t1)s s yn (t1)) — P(y1(to)s y2(to), .-, Yj (to), - yn(to))

Der Begriff des Risikos, oder genauer gesagt des Value at Risk (VaR) ist eng mit dem des Begriffes Profit
and Loss verbunden. Bei der Bestimmung des Risikos interessiert aber nicht die Hohe des Profits, sondern
nur eine Aussage hinsichtlich des Verlustes. Die genaue Hohe eines Verlustes vorauszusagen ist schwierig,
wenn man die Entwicklung der Marktdaten nicht kennt. Bestenfalls kann man eine Prognose wagen, der
tatsachlich eintretende Verlust wird sich erst erweisen, wenn die Marktdatenveranderung bekannt ist. Bei
Risikoberechnung beschréankt man sich deshalb auf die Angabe einer Verlustoberschranke, die mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit nicht iiberschritten wird. Ubliche Wahrscheinlichkeiten sind dabei 95%, 99%
und 99,9%. Mit anderen Worten: welche Verlustobergrenze wird mit einer Wahrscheinlichkeit von z.B.
95% nicht iiberschritten. Diese Information ist deshalb wichtig, weil die betreffende Organisation, z.B. ein
Finanzinstitut, angehalten ist, die entsprechende Summe (in Finanzinstituten wére es das Eigenkapital)
bereitzuhalten, um gegeben falls den Verlust auszugleichen. Auch eine Spieler im Spielcasino sollte auch
die entsprechende Summe zur Verfiigung haben, um den Spielverlust auszugleichen.

Zur Bestimmung der Verlustobergrenze wird das statistische Instrumentarium, speziell das Quantil nutzen.
Formal kénnen wir formulieren:

1—p=P(AP(t) < VaR(t,p)
x1—p = min(AP(t)|F(AP(t)) > 1 —p) (3.3)

Dabei bezeichnen wir die Verlustobergrenze, die mit einer Wahrscheinlichkeit p% nicht iiberschritten
wird, mit VaR(¢,p) und nennen die Verlustobergrenze Value at Risk (VaR). VaR(t,p) ist das (1 — p)%-
Quantil der Verteilung der Wertveranderungen AP(t). Im folgenden behandeln wir sowohl den Fall einer
diskreten Haufigkeitsverteilung als auch den stetigen Fall bei einer theoretischen Verteilungsfunktion,
speziell einer Normalverteilung der Wertverdnderungen. In jedem der beiden Fille ist das (1 — p)%-
Quantil der Verteilung der Wertverdnderungen AP(t) zu bestimmen.

3.1.3 Historische Simulation

Die Berechnung des Value at Risk bei der historischen Simulation basiert auf der Quantilsbestimmung der
Wertverdnderung AP(t) aus Einzelwerten. Voraussetzung ist das Vorhandensein ein grofien Anzahl von

104



Moglichkeiten der Wertverdnderung, die durch eine einfachen Simulation erzielt werden kann. Es wird
vorausgesetzt, dass aus statistischen Daten potentiell mogliche Wertverdnderungen abgeleitet werden
konnen. Dazu bendtigt man eine Preisfunktion P(t), die den Wert eines Finanzproduktes oder Portfolios
mit Hilfe der Marktdaten berechnen lasst und langfristige Reihen der Entwicklung der Marktdaten y; (¢).
Die Anzahl der Marktdaten betrage m. In der Regel verwendet man 251 Realisierungen der Marktdaten,
was in etwa der Anzahl der Bankarbeitstage eines Kalenderjahres entspricht. Die Linge der Zeitreihe
kann modifiziert werden, iiblich ist jedoch eine Anzahl von 251. Aus der Zeitreihenanalyse ist bekannt,
dass langfristige ckonomische Zeitreihen das Problem der Autokorrelation haben, d.h. der Wert der
Marktdaten y;(t) zum Zeitpunkt t héngt mafigeblich von den Vorwerten der Zeitreihe y;(t — 1), y;(t — 2)
;.. ab. Werden dagegen die Wachstumstempi w,, (t1) bzw.w,, (tg) verwendet, tritt das Problem nicht
mehr auf. Durch die Nutzung der Wachstumstempi reduziert sich der verwendete Datensatz auf 250
Wachstumstempi. Auflerdem ist der Mittelwert in der Regel sehr nahe Null, so dass in der praktischen
Anwendung unterstellt y = 0 wird.

AP(t) = AP(tg,t1) = P(t1) — P(to)
AP(t) = P(yr(t1),y2(t1), -,y (t1), ooy ym (t1)) — P(ya(to), y2(to), -, 45 (t0), o ym (t0))
AP(t) = P(y1(to), y2(t0)s s 4 (t0) s -y Ym (t0), Wy, (t1), wy, (E1), ooy wy, (1), -y wy,, (t1)) —
— P(y1(t0),y2(to), s Yj (t1), s Ym (1))

In den weiteren Betrachtung verkiirzen wir zunédchst die Haltedauer (t; — tg) auf einen Tag (t; — to =
T—(T—1) =1). Die Aufgabe besteht darin, am Bewertungstag (heutiger Tag), den wir mit 7—1 bzw. als
Tag 0 bezeichnen, durch Simulation eine Aussage hinsichtlich des méglicherweise auftretenden Verlustes
(Loss) fiir den darauf folgenden Tag T (morgiger Tag oder den Tag 1) abzuleiten. Dazu verwenden wir
den Wert der Marktdaten fiir den Tag T'— 1 (y;(T — 1)) bzw. (y;(0)), die als bekannt gelten, und die
simulierte Wachstumstempi (w,, (7)) oder (w,, (1)) fiir den Tag T (Tag 1) .

AP(T)=AP(T-1,T)=P(T)— P(T-1)
AP(T) = P(yl(T),yQ(T) y; (T), ...,ym(T)) — P(yl(Tl),yQ(T 1),y (T =1), .y ym(T — 1)
AP(T) = P(y1(T — 1),y (T D), ey i (T = 1), ey Y (T = 1), wy (T), wyy (T, oy wy, (T, oy wyy,,, (T))
= P(yi(T = 1),52(T = 1), o0,y (T = 1), oo, ym (T = 1))

—~

Zur Berechnung der Wachstumstempi zum Vortag gibt es zwei Moglichkeiten:

y;(t) —y;(t—1)
wy, (t) = Ti-1) (3.4)
wy, (t) = ZN(ngg(t)l)) (3.5)

t=T-1,T—2,..,T — 250

Beide Berechnungsvorschriften ergeben ndherungsweise den gleichen Wert. Hinter der Berechnungsvorschrift

ln(yy(t(f)l)) verbirgt sich eine Taylor-Zerlegung.

Die Wachstumstempi geben an, um wie viel Prozent das Marktdatum gegeniiber dem Vortag wichst.
Im Unterschied dazu bezeichnen wir den Ausdruck (1 + w,,(t)) als Wachstums- oder Verdnderungsrate.
Sie gibt an, auf wie viel Prozent das Marktdatum gegentiber dem Vortag wéchst.

Wie schon angedeutet, besteht das Ziel durch Simulation 250 Werte des Profit and Loss zu erzeugen, fiir
welche dann ein Quantil berechnet wird. Die Idee besteht darin, Marktdaten fiir den Zeitpunkt 7' zu
erzeugen (die zum Zeitpunkt 7" — 1 nicht bekannt sind), in dem jeweils eine der Verdnderungsraten der
langen Reihen der Marktdaten auf die aktuellen Werte zum Zeitpunkt 7" — 1 angewendet wird:
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Yi(T,t7) = y;(T — 1) - (1 + wy, (t7)) (3.6)
t=T—1,T—2,..,T — 250

j=12...m
P(T,t*) = P(y1 (T, t*), y2(Ty 1), ooy 5 (Ty 1), cors Yo (T, 1)) (3.7)
AP(T,t*) = P(T,t*) — P(T — 1) (3.8)
(3.9

Dabei ist y; (T, t*) der simulierte Wert des Marktdatums j fiir den Zeitpunkt T mit Hilfe der Verdnderungsrate
wy, (t*) aus den Reihen der historischen Marktraten. Insgesamt werden 250 simulierte Werte des Marktdatums
j fiir den Zeitpunkt T erzeugt, die dann zur Berechnung von ebenfalls 250 hypothetischen Preise des
Finanzinstrumentes oder Portfolios P(T,t*) zum Zeitpunkt T verwendet werden. Aus den berechneten
Preisen zum Zeitpunkt T und dem bekannten Preis des Finanzinstrumentes zum Zeitpunkt 7 — 1
werden dann 250 hypothetische Profits and Loss berechnet (hypothetische Wertverianderungen am Tage

T gegeniiber dem Vortag 7' — 1). Daraus wird das 1%- bzw. das 5%-Quantil bestimmt.

1 Risikofaktor

Handelt es sich um nur ein Marktdatum als Risikofaktor, vereinfacht sich die Darstellung.

AP(T) = AP(T —1,T) = P(1) — P(0)
AP(T) =P(y(T)) — P(y(T - 1))
AP(T) = P(y(T — 1), wy(T)) — P(y(T - 1))
y(T,t") = y(T — 1) - (1 + wy(t"))
t*=T—1,T—2,...,T — 250
P(T,t") = P(y(T,t"))
AP(T,t*) = P(T,t*) — P(T — 1)

Das 1%-Quantil gibt dann den gréftmoglichen Verlust mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% an, der
durch die Anderung der Marktdaten hervorgerufen wird, wenn das Finanzinstrument oder das Portfolio
genau einen Tag unverandert gehalten wird. Die Verlustobergrenze wird als Value at Risk (VaR(99%))
bezeichnet:

1—p=P(AP(t) < VaR(t,p))
0,01 = P(AP(t) < VaR(t,99%))
VaR(t,p) = x1-p = min(AP(t)|F(AP(t)) > 1—p)
VaR(t,99%) = z0,01 = min(AP(t)|F(AP(t)) > 0,01)

Das analoge gilt auch fiir eine Wahrscheinlichkeit von 95%:

0,05 = P(AP(t) < VaR(t,95%)
VaR(t,95%) = z0.05 = min(AP(t)|F(AP(t)) > 0,05)
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Beispiel 1:

Ein Kapital von 100000 USD wird 22.12.2020 bis zum 23.12.2020 unveridndert gehalten. Die Heimatwahrung
sei EURO. Am 22.12.2020 betragt der Wechselkurs w,, (T — 1) = 07817060217%. Damit sind die
100000 USD am 22.12.2020 genau 81706,02 EUR wert.

Zuer historischen Simulation bendtigt man 251 Marktdaten, in unserem Fall 251 Wechselkurse w,, (t) fir
t=1,2,...,251 mit T—1 = 251. Hier handelt es sich um ein Marktdatum als Risikofaktor. Die langfristige
Zeitreihe kann man den statistischen Berichtswesen entnehmen. Vom 2.1.2020 bis zum 22.12,2020 gibt
es genau 251 tagliche Beobachtungen des Wechselkurses, wobei nur Bankarbeitstage in Deutschland
berticksichtigt werden, wenn die Heimatwahrung EURO und der Standort Deutschland ist. Wochenende
und Feiertage werden dabei herausgerechnet.

In der nachfolgenden Tabelle sind fir ausgewahlte Beobachtungen die Rechenschritte angefiihrt, die im
folgenden erlautert werden.

t* des Wechselkurses | Wechselkurse Preise PnL

Nr. | Datum Wechselkurse | Wachstumstempi hypothetische hypothetische hypothetische

fiir den 23.12.2020 | fiir den 23.12.2020 | fiir den 23.12.2020

0 02.01.2020 | 0,8934 - — — —

1 03.01.2020 | 0,8971 0,0041 0,8204 82043,20 337,17
2 06.01.2020 | 0,8933 -0,0042 0,8136 81362,96 -343,06
3 07.01.2020 | 0,8951 0,0020 0,8187 81866,92 160,90
248 | 18.12.2020 | 0,8157 -0,0011 0,8162 81619,38 -86,64
249 | 21.12.2020 | 0,8215 0,0070 0,8228 82283,26 577,24
250 | 22.12.2020 | 0,8171 -0,0054 0,8127 81265,41 -440,61

Am 03.01.2020 ist der Wechselkurs gegeniiber dem Vortag um 0,41% gefallen, das Wachstumstempo
betragt —0,41%. Dem gegeniiber ist der Wechselkurs 06.01.2020 gegeniiber dem Vortag (Bankarbeitstag),
d.h. dem 0.3.01.2020 um 0,42%. gestiegen. Diese Berechnungen erfolgen fir alle 250 Wachstumstempi.
Das letzte (250.) Wachstumstempo am 22.12.2020 betrégt 0, 54%.

Im néchsten Schritt wird der hypothetische Wechselkurs fiir den 23.12.2020 berechnet. Dazu ist der
Wechselkurs am 22.12.2020 (T-1 oder heutiger Tag) mit den entsprechenden Verdnderungsraten des
Wechselkurses, beginnend mit dem 03.01.2020 und endend am 22.12.2020, zu multiplizieren:

wh(T,1) = wk(T — 1) - (1 +wyur(1)) = 0,8171 - (1 +0,0041) = 0, 8204
wk(T,2) = wk(T — 1) - (1 + wyp(2)) = 0,8171 - (1 — 0,0042) = 0, 8136

wk(T, t;) = w'k(T —1) - (L4 wer(t*)) =

wk(T,250) = wk(T — 1) - (1 + w,,(250)) = 0,8171 - (1 — 0,0054) = 0,8127

Man kan die Grofie wk(T, 1) folgendermafien interpretieren: Wiirde sich der Wechselkurs vom 22.12.2020
(heute) auf den 23.12.2020 (morgen) so entwickeln, wie der Wechselkurs vom 02.01.2020 auf den 03.01.2020
- also mit dem gleichen Wachstumstempo wk(1)- betriige der Wechselkurs am 23.12.2020 0,8204 £5£
(0,8171 - (1 + 0,0041) = 0,8204). Wiirde man auf die Verdnderung des Wechselkurses vom 22.12.2020
auf den 23.12.2020 das Wachstumstempo vom 03.01.2020 auf den 06.01.2020 anwenden (wk(2)), wiirde
der Weckselkurs am 23.12.2020 0,8136 % betragen (0,8171 - (1 — 0,0042) = 0,8136). In analoger
Art und Weise wird mit den restlichen Wachstumstempi (w(3), Wy (4), ..., Wi (250)) verfahren. Man
erhélt 250 hypothetische Wechselkurse fir den 23.12.2020, ob wohl dieser Wert heute (22.12.2020)
nicht bekannt ist. Die hypothetischen Wechselkurse werden nun zur Berechnung eines hypothetischen
Preises des Finanzinstrumentes oder Portfolios genutzt. Dazu ist die Preisfunktion dieses sehr einfachen

Finanzproduktes zu verwenden:
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P(T,1) = 100.000 - wk(T, 1) = 100000 - 0, 8204 ~ 82043, 20
P(T,2) = 100.000 - wk(T, 2) = 100000 - 0, 8136 ~ 81362, 96

P(T, tx) = 100.000 - wk(T, t+)

P(T,250) = 100.000 - wk(T, 250) = 100000 - 0, 8127 ~ 81265, 41

Man erhalt 250 hypothetische Preise fiir den morgigen Tag (23.12.2020). Die Preise dienen der Berechnung
der Wertveranderung des Finanzinstrumentes. Dazu ist vom hypothetischen Preis der Preis des Finanzinstrumentes
von heute abzuziehen (P(T — 1) = 81706,02EU R):

AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 82043, 20 — 81706, 02 = 337, 17
AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 81362, 96 — 81706, 02 = —343, 06

AP(T, t;»<) - I;(T, tx) — P(T — 1)

AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 82043, 20 — 81706, 02 = —440, 61

Insgesamt erhélt man wiederum 250 hypothetische Wertveranderungen (PnL) des Finanzinstrumentes.
Verwendet man das Wachstumstempo des Wechselkurses vom 02.01.2020 zum 03.01.2020 ergébe sich ein
Gewinn (Profit) von 337,17 EUR, fiir das Wachstumstempo vom 03.01.2020 zum 06.01.2020 ein Verlust
(Loss) von 343,06 EUR. Zur Quantilsbestimmung sind die hypothetischen Wertverinderungen der Grofie
nach zu ordnen , beginnend mit dem kleinsten Wert (d.h. dem grofiten hypothetischen Verlust).

Datum Pnl
26.03.2020 | -1145,86

06.03.2020 | -1073,94
02.03.2020 | -1065,22

13.03.2020 | 1000,72
19.03.2020 | 1006,10
17.03.2020 | 1302,00

Der grofite hypothetische Verlust wird bei Verwendung des Wachstumstempo vom 26.03.2020 eingefahren,
er betragt 1145,86 EUR. Der groite Gewinn wird bei Anwendung des Wachstumstempo vom 17. 03.2020
erzielt, er betragt 1302,00 EUR. Die nachfolgende Grafik zeigt die geordnete Reihe aller 250 Wertverdnderungen:
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Zur Bestimmung des Risikos sind die Verluste vom Interesse. Wir werden das Value at Risk (VaR(T, 99%))
bestimmen, d.h. die Verlustobergrenze, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% nicht tiberschritten
wird. Dazu ist das 1%-Quantil x¢01 der Verteilung der Wertverdnderungen zu bestimmen. Durch
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Multiplikation der Anzahl der Beobachtungen mit 0, 01 kann bestimmt werden, zwischen welchen Beobachtungen
das Quantil liegen muss:

g=n-p=250-0,01=2,5

Damit liegt das Quantil zwischen der zweiten und dritten Beobachtung :

zo,01 € {AP(T,2),AP(T,3)}

Das Quantil berechnet sich als Mittelwert von AP(T,2) und AP(T, 3):

- AP(T,2) -;AP(T,:;) _ —1073,942— 106522 e o

Der maximal mogliche Verlust, der beim Halten der Position von 100000 EUR vom 22.12.2020 zum
23.12.2020 mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% eintreten kann, betragt 1069,58 EUR.

Am Ende des 23.12.2020 ist der Wechselkurs fiir den Tag bekannt, und es kann der tatséchliche Verlust
oder der Gewinn bestimmt werden. Der tatsichliche Wechselkurs am 23.12.2020 betriigt 0, 821962847 YL

USD
(gerundet 0, 8220%). Der sich daraus ergebende Preis ist:

P(T) = 100000 - 0, 8219628 = 82196, 28

Die tatséchliche Wertveranderung des Instrumentes ist:

P(T) — P(T — 1) = 82196, 28 — 81265, 41 = 490, 26

Es wurde ein Gewinn erzielt im Umfang von 490,26 EUR. Die Verlustobergrenze wurde nicht unterschritten:
AP(T) > VaR(T,99%).

Haufig wird der Value at Risk auch mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% berechnet. Dazu ist folgendermafien
vorzugehen:

12,5 = 250 - 0,05

Damit liegt das Quantil zwischen der zwdlften und dreizehnten Beobachtung :

To,05 € {AP(T, 12), AP(T, 13)}

Das Quantil berechnet sich als Mittelwert von AP(T,12) und AP(T,13). Die Daten sind in der Tabelle
der geordneten hypothetischen Wertveranderungen nicht enthalten. Der gesamte Datensatz und die
entsprechenden Berechnungen sind im Anhang zu finden :
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AP(T,12) + AP(T,13) _ 728,68 — 724,10 _

= —726,39
2 2

0,05 =

Der maximal mogliche Verlust, der beim Halten der Position von 100000 EUR vom 22.12.2020 zum
23.12.2020 mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% eintreten kann, betragt 726,39 EUR. Die Verlustobergrenze
sinkt bei einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Vergleich zu 99%.

Mit Hilfe der historischen Simulation ist auch mdéglich, das Value at Risk fiir eine lingere Haltedauer zu
bestimmen, zum Beispiel fiir eine Haltedauer von 10 Tagen vom 22.12.2020 zum 08.01.2021 (Dabei sind
die bankarbeitsfreien Tage um den Jahreswechsel berticksichtigt). Bei einer Haltedauer von 10 Tagen sind
nicht die Wachstumstempi im Vergleich zum Vortag, sondern im Vergleich zu 10 Tage vor dem heutigen
Tag zu bestimmen:

~y(t) —y,(t —10)
wyj (t) o yj (t — 10)

t=T-10,T —11,....,T — 259

Die Berechnung der hypothetischen Wechselkurse und Preisverdnderungen modifiziert sich entsprechend.

y; (T, tx) = y]( -1 (1 +wy, (t+))
tk =T —10,T — 11,..., T — 259

P(T,tx) = (yl(T tx), yQ(T7 t), o, Y (T, t%), oy yn (T, t*))
AP(T, tx) = P(T, t%) — P(T — 10)

2 Risikofaktoren

Die historische Simulation kann selbstverstandlich auch fiir mehr als ein Marktdatum angewendet werden.

So kann unser Beispiel so modifiziert werden, dass ein Portfolio, bestehend aus 2 Fremdwahrungspositionen,
untersucht wird. Es soll eine weitere Position in GBP im Umfang von 200000 GBP hinzugefiigt werden.

Fiir die zweite Wahrungsposition (GBP) sind Wachstumstempi und der hypothetische Wechselkurs fiir

den 23.12.2020 in analoger Weise wie fiir den USD zu berechnen. In der nachfolgenden Tabelle sind

wiederum alle Berechnungsschritte aufgefiihrt:

Nr. Datum WK WK ‘Wachs.tempo Wachs.tempo hyp. WK hyp. WK hyp. hyp.

tx EUR USD EUR GBP EUR USD EUR GBP EUR USD EUR GBP Preis PnL

0 02.01.2020 0,8934 1,1789 — — — — — —

1 03.01.2020 0,8971 1,1749 0,0041 -0,0034 0,8204 1,0934 300726,68 | -402,70
2 06.01.2020 0,8933 1,1735 -0,0042 -0,0012 0,8136 1,0958 300528,83 | -600,55
3 07.01.2020 0,8951 1,1739 -0,0020 0,0004 0,8187 1,0975 301372,70 243,33
248 18.12.2020 0,8157 1,1010 -0,0011 -0,0086 0,8162 1,0877 299163,23 | -1966,15
249 21.12.2020 0,8215 1,0916 0,0070 -0,0086 0,8228 1,0878 299833,58 | -1295,80
250 22.12.2020 0,8171 1,0971 -0,0054 0,0051 0,8127 1,1027 301800,96 671,58

Die Berechnung der Wachstumstempi und des hypothetischen Wechselkurses EUR GBP erfolgt analog der
Berechnungen fiir den Wechselkurs EUR USD. Die Preisfunktion fiir das Portfolio der beiden Fremdwéahrungspositionen
muss modifiziert werden;
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P(T, t+) = 100.000 - wk(EUR USD)(T, t*) + 200.000 - wk(EUR GBP)(T, tx)

P(T,1) = 100.000 - wk(EUR USD)(T, 1) + 200.000 - wk(EUR GBP)(T,1) =
= 100000 - 0, 8204 + 200000 - 1,0934 = 300726, 68

P(T,2) = 100.000 - wk(EUR USD)(T, 2) + 200.000 - wk(EUR GBP)(T,2) =

100000 - 0, 8187 -+ 200000 - 1,0975 = 300528, 83

P(T,250) = 100.000 - wk(EUR USD)(T,250) 4 200.000 - wk(EUR GBP)(T, 250) =
= 100000 - 0, 8127 + 200000 - 1, 1027 = 301800, 96

Aus den hypothetischen Preisen des Portfolios und dem Preis des Portfolios zum Zeitpunkt T'— 1 werden
die hypothetischen Wertverdnderungen berechnet. Der Preis des Portfolios P(T — 1) ist:

P(T — 1) = 100.000 - wk(EUR USD)(T — 1) + 200.000 - wk(EUR GBP)(T — 1)
P(T — 1) = 100.000 - 0, 8171 + 200.000 - 1,0971 = 301.129, 38

Die Wertverdanderungen (Profit and Loss) ergeben sich aus:

AP(T,tx) = P(T, tx) — P(T — 1)
AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 300726, 68 — 301.129, 38 = —402, 70
AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 300528, 83 — 301.129, 38 = —600, 55

AP(T,1) = P(T,1) — P(T — 1) = 301800, 96 — 301.129, 38 = 671, 58

Zur Quantilsbestimmung sind die hypothetischen Wertverdnderungen der Gréfie nach zu ordnen, beginnend
mit dem kleinsten Wert (d.h. dem groBten hypothetischen Verlust).

Datum Pnl

02.03.2020 | -5594,09
23.03.2020 | -5159,29
16.03.2020 | -4848,14

14.12.2020 | 3621,10
27.03.2020 | 3954,03
20.03.2020 | 5434,68

Die Berechnung des VaR(99%) erfolgt analog der Berechnung mit nur einem Wechselkurs:

g=n-p=250-0,01=2,5

Damit liegt das Quantil zwischen der zweiten und dritten Beobachtung :

To,01 € {A.P(T7 2), AP(T, 3)}
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Das Quantil berechnet sich als Mittelwert von AP(T,2) und AP(T, 3):

—_— AP(T,Q);FAP(T, 3) _ f5159,292f BB s

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% betragt der grofitmogliche Verlust 5.003,72 EUR, wenn das Portfolio,
bestehend aus 100000 USD und 200000 GBP vom 22.12.2020 zum 23.12.2020 gehalten werden. Es fallt auf,
dass die Verlustobergrenze durch die Fremdwéhrungsposition in GBP deutlich ansteigt (von 1069,58 EUR
auf 5005,72). Um diesen Risikoanstieg zu interpretieren soll auch das Risiko der Fremdwéhrungsposition
GBP nachvollzogen werden. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, werden die der Gréfle nach geordneten
hypothetischen PNLs zumindest auszugsweise angefiihrt.

Datum Pnl

23.03.2020 | -4583,42
02.03.2020 | -4528,87
16.03.2020 | -4460,00
18.03.2020 | -3253,63
11.12.2020 | -2838,66

14.12.2020 | 3856,24
27.03.2020 | 3924,26
20.03.2020 | 4717,36

Das Quantil berechnet sich als Mittelwert von AP(T,2) und AP(T, 3):

AP(T,2)+ AP(T —452 —44
2y = (T, )—;— ( ,3): ) 8,872 60,002_4494,43

Das Risiko fiir die Fremdwéahrungsposition von GBP ist deutlich hoher als fiir den Dollarbetrag. Der
Preis de Fremdwahrungsposition am 22.12.2020 betragt 200000-1, 0971 = 219.423, 35 EUR, also mehr als
doppelt so hoch wie der der USD-Position (81265,41 USD). Das allein erklért den Unterschied im Risiko
nicht. Man hétte ein Risiko nahe 3000 EUR erwarten miissen, wenn die Volatilitdt der Wechselkurse
annahernd gleich ware. Wie spater noch gezeigt wird, ist der Wechselkurs EUR GBP volatiler als der
des Wechselkurses EUR USD. Es gibt aber einen weiteren Grund fiir das relativ hohe Risiko. Die Tabelle
zeigt am linken Rand aulergewohnlich hohe Verluste fiir die letzten drei Wertverédnderungen im Vergleich
zur 4. PnL, die sich auf mehr als 1000 EUR (bzw. mehr als 35%) belaufen. Diese ” Ausreiler” bestimmen
das Risiko. Hier wird auch die Grenze der historischen Simulation deutlich: Ausreifler kénnen das Risiko
in die Hohe treiben.

Man sieht an den Risikodaten beider Einzelpositionen (-1069,58 bzw. -4494,43) auch, dass die Einzelrisiken
nicht einfach zu addieren sind:

—1069, 58 + (—4494,43) = —5.564, 01 < —5.003, 72

Das Gesamtrisiko von diesen zwei Fremdwéahrungspositionen (—5.003,72) ist geringer als das Risiko,
welches man durch Addition der Einzelrisiken erhéalt. Ursache sind méogliche gegenlaufige Entwicklungen
der Wachstumstempi beider Wechselkurse am gleichen Tag, oder wie spater gezeigt wird die Korrelation
zwischen den Marktdaten.

3.1.4 Statistische Grundlagen II

Bevor die Varianz-Kovarianz-Methode vorgestellt werden soll, miissen noch einige statistische Grundlagen
behandelt werden. Die Begriffe der Varianz 02 und der Standardabweichung o wurden bereits eingefiihrt.
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Sie bezogen sich auf eine Marktvariable y; und konnte aus der Haufigkeitsverteilung berechnet werden:

Wenn die Anzahl der Marktdaten grofler als 1 ist - diesen Fall wollen wir jetzt betrachten- ist eine
mehrdimensionale Haufigkeitsverteilung gegeben. Praktisch stellt sich die mehrdimensionale Haufigkeitsverteilung
als Auflistung einer Anzahl von Realisierungen (Einzelwerten) von n Marktdaten dar. Die Anzahl der
Einzelwerte betrage n.

Marktdaten | y; Yo v | Ym
Einzelwerte

1 yi(1) | y2(1) Ym (1)
2 y1(2) | y2(2) Ym(2)
n y1(n) | ya(n) | ... | ym(n)

In analoger Weise zur eindimensionalen Betrachtung werden nicht die Marktdaten, sondern die Wachstumstempi
verwendet.

Aus der mehrdimensionalen H&ufigkeitsverteilung der Wachtumstempi lassen sich nun Varianzen und
Kovarianzen berechnen. Dazu werden zwei Marktdaten ausgewahlt y;, und y;, und folgende Wertepaare
der Wachstumstempi gebildet:

(wy,, (1), wy,, (1), (wy,, (2),wy,,(2)), ., (wy,, (n),wy,, (n))
Dann ist die empirische Kovarianz d,, ,, wie folgt definiert:

1
n—1

dyn Wiz Z(wyh (i) — ey, )(wyj2 (i) — /Lng)
i=1

Aus Griinden der iibersichtlich Darstellungsart wihlen wir folgende Bezeichnungen:

2 _ _
oly =dig = dyh,yh

Es gilt:
2 _ 2
012 = 021
2_ 2
01 =011

Dabei ist o7 die Varianz des Marktdatums y;,, of , die Kovarianz der Marktdaten (y;,.y;,)-

Die Kovarianz 0%, misst die Stérke des linearen Zusammenhangs zwischen den Merkmalen y;, und y,.
Es gilt beziiglich des Vorzeichens:
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e 02, < 0 falls ein gegenliufiger Zusammenhand

e 02, = 0 falls kein Zusammenhang

e 02, > 0 falls gleichliufiger Zusammenhang

Die Kovarianz 0%, ist dimensionsbehaftet.

Aus den Varianzen und Kovarianzen kann die Varianz-Kovarianz-Matrix % gebildet werden:

2
011
2
021
Y= .
2
Uml
Dabei bezeichnen:
2 . . .
o;; — Kovarianzen, wenn i # j
aigi = 0‘? — Varianzen
Dabei gilt:
2 g _
Oij =dij = dy,y; = n
2 _ e —
i _d’bl - dyuyw: - n

0%2 O’%m
0'%2 U%m
0—72n2 0—72nm
1 n
1 Z(w% — ) - (Wy; — ;)
=1
1 - 2
1 Z ((wyz - ,uyz))
=1

Aus den Varianzen und Kovarianzen lassen sich die Korrelationskoeffizienten p;; bilden:

_ & _ 9
Pij = — _
U? . 0]2 0i 0y
Es gilt:
Pij = Pji, JF 1
pii =1

Der Korrelationskoeffizient p;; mifit die Starke
und y;. mit dem Wertebereich: —1 < p;; <1

pij =1=
0<pij <1=
pij =0=
“1<p; <0=
pij =—1=

des linearen Zusammenhangs zwischen den Merkmalen y;

yi und y; vollstaendig positiv korreliert
yi und y; positiv korreliert

yi und y; unkorreliert

yi und y; negativ korreliert

yi und y; vollstaendig negativ korreliert
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Der Korrelationskoeffizient p;; ist dimensionslos.

Die Korrelationsmatrix P, bestehend aus den Korrelationskoeffizienten p;; hat folgende Form:

P11 P12

P21 P22
P =

pml me

Beispiel:

Pim

P2m

Pmm

Wir betrachten wiederum die Wechselkursentwicklung USD EUR und GBP EUR:!

Nr. Datum WK WK ‘Wachs.tempo Wachs.tempo Varianz Varianz Kovarianz
tx USD EUR GBP EUR | USD EUR GBP EUR USD EUR GBP EUR

0 02.01.2020 1,1193 — — — — — —

1 03.01.2020 1,1147 0,85115 -0,0041 0,0034 0,00002006 0,00000948 | -0,00001379
2 06.01.2020 1,1194 0,85215 0,0042 0,0012 0,00001480 0,00000076 0,00000335
3 07.01.2020 1,1172 0,85183 0,0020 -0,0004 0,00000545 0,00000046 0,00000159
248 18.12.2020 1,2259 0,90828 0,0011 0,0086 0,00000048 0,00006949 0,00000577
249 21.12.2020 1,2173 0,9161 -0,0070 0,0086 0,00005453 0,00006899 | -0,00006134
250 22.12.2020 1,2239 0,91148 0,0054 -0,0050 0,00002553 0,00002859 | -0,00002701

Aus den -hier nur auszugsweise - lassen sich die Varianzen und
berechnen:

die Kovarianz der Wachstumstempi

R .
Tol(USD BUR) = 1 > (wk(USD EUR)(i) = purwsp pur))”
=1
~0,00002006 + 0,00001480 + 0,00000545 + ... 4 0,00000048 + 0,00005453 + 0,00002553 0.000024
B 249 o
J— .
Uzzuk(GBP BUR) = Z(Wk‘(GBP EUR = (i) — pwk(@BP EUR))2
i=1
~0,00000948 + 0,00000076 + 0,00000046 + ... 4+ 0,00006949 + 0, 00006899 + 0,00002859 0.000030
N 249 -
OAR(USD BUR)/wh(GBP EUR) = — > (wk(USD EUR)(i) = pwkwsp sur)) - (Wk(GBP EUR)(i) = pyi(GEP EUR))
i=1
—0,00001379 + 0,00000335 + 0,00000159 + ... 4+ 0,00000577 — 0, 00006134 — 0, 00002701
= 510 = 0,000005

Die Varianz-Kovarianz-Matrix lautet:

0,000024 0,000005
0,000005 0,000030

Der Korrelationskoeffizient 1asst sich aus den Varianzen und der Kovarianz berechnen:

1Es ist unerheblich, ob man die Wechselkurse EUR USD bzw. EUR GBP oder die reziproken WWechselkurse USD EUR
bzw. GBP EUR betrachtet. Die Varianzen und Kovarianzen sind in beiden Féllen identisch.
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Pwk(USD EUR)/wk(GBP EUR) = \/

Die Korrelationsmatrix lautet:

2
Owk(USD EUR)/wk(GBP EUR)

o2 <y Jo?
wk(USD EUR) wk(GBP EUR)

0,000005

~ /0,000024 - /0, 000030

=0,1863

1
P= ( 0, 1863

0, 000005 kommt zum gleichen Ergebnis.

3.1.5 Varianz-Kovarianz-Methode

Begonnen wird mit der Bildung der Histogramme der Wechselkurse GBP EUR und USD EUR sowie der
PnL des Portfolios. Damit soll verdeutlicht werden, dass die Marktdaten und die PnL. ann&dhernd normal
verteilt sind. Die Normalverteilung der Marktdaten, korrekt der Wachstumstempi der Marktdaten, ist
eine der Voraussetzung fiir die Nutzung der Varianz.Kovarianz-Methode fiir die Berechnung des Value at

Risk bzw, fiir die Quantilsbestimmung.

Fiir den Wechselkurs USD EUR wurde das Histogramm und einige statistische Informationen bereits
vorgestellt, soll jetzt noch einmal wiederholt werden. Das Histogramm &hnelt einer Normalverteilung.

Der Mittelwert ist nahe Null.

28

Fiir den Wechselkurs GBP EUR ergibt sich ein analoges Bild, obwohl die Normalverteilungshypothese

Series: W_WK_USD_EUR
Sample 1250
Observations 250

Mean 0.000369
Median 0.000504
Maximum 0.014224
Minimum -0.015685
Std. Dev. 0.004906
Skewness 0.046453
Kurtosis 3.539440

Jarque-Bera  3.121111

Probability 0.210019

nur unter Vorbehalt zu akzeptieren ist:

70
Series: W_WK_GBP_EUR
60 Sample 1250
Observations 250
50
Mean 0.000304
40 Median -0.000411

304

204

Maximum 0.021334
Minimum -0.021046
Std. Dev. 0.005722
Skewness 0.316404
Kurtosis 5.216493

Jarque-Bera  55.34675

Probability ~ 0.000000
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Die Wechselkurse sind positiv korreliert, d.h. wenn der Wechselkurs USD EUR wichst, dann wird (im
Durchschnitt) auch der Wechselkurs GBP EUR wachsen. Die Kovarianz aik(US D EUR)/wk(GBP ,EUR) =



Betrachten wir einige statistische Parameter fiir die Marktdaten:

Huwk(USD EUR) = —Mwk(EUR UsD) = 0,000369
Cwk(USD EUR) = Owk(EUR UsD) = 0,004906
Hwk(GBP EUR) = —fwk(EUR ¢BP) = 0,000304
Owk(GBP EUR) = Owk(EUR GBP) = 0,005722

Die Standardabweichung der Wachstumstempi des Wechselkurses GBP EUR ist grofler als fiir den
Wechselkurs USD EUR, woraus sich ein eine hohere Volatilitdt und ein grofleres Risiko erkliren lasst.
Stellen wir schlieBlich noch die Dichtefunktionen der Wachstumstempi der Wechselkurse grafisch dar.
Die Grafik der Dichtefunktion vom Wechselkurs GBP EUR ist im Vergleich zur Grafik des Wechselkurses
USD EUR leicht gestaucht:

Diagrammtitel
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Dichtefunktion und Verteilungsfunktion mit den Parametern der Verteilung der PnL sind die folgenden:
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Zur Nutzung der Varianz-Kovarianz-Methode ist es nicht notwendig, hypothetische PnLs mittels historischer
Simulation zu erzeugen. Das vorgestellte Histogramm der Verteilung der PnL dient ausschliellich der
Argumentation, das die Wertverinderung des Instrumentes anndhernd normal verteilt sind. Anstelle
des Histogramms aus Einzelwerten wird die Dichte- oder Verteilungsfunktion einer Normalverteilung
herangezogen. Da hypothetische PnLs nicht erzeugt werden, muss die Verteilungsfunktion und das
abgeleitete Quantil aus den Marktdaten erzeugt werden.

Wie im Fall der historischen Simulation werden aus den Marktdaten die Verdnderungsraten gegeniiber
dem Vortag abgeleitet. Es ist tiblich hier die logarithmischen Differenzen ( logarithmische Rendite oder
logarithmische returns ) als Approximation der Verdnderungsraten zu verwenden:
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Die Varianz-Kovarianz-Methode basiert auf der Annahme, dass die Verdnderungsraten der Marktdaten
anndhernd normal verteilt sind mit der Varianz o2 und dem Mittelwert p. Damit ist es méoglich,
die Standardnormalverteilung zur Berechnung des Value at Risk bzw. des Quantils der Ordnung p
heranzuziehen.

Das Quantil der Ordnung p einer normal verteilten ZufallsgroBe X (x,,) wurde im Abschnitt Unterabschnitt 3.1.1
definiert als:

Tp = F;?l(p)

Dabei bezeichnen:

- X eine normal verteilte Zufallsvariable
-Fy 1(p) den Wert der inversen Verteilungsfunktion der normal verteilten Zufallsgréfie X im Punkt p
- p eine reelle Zahl (0 < p <1)

Wird nun an Stelle der der inversen Verteilungsfunktion der normal verteilten Zufallsgréfie X im Punkt
p der Wert der inversen Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsgrofie X im Punkt
p verwendet, modifiziert sich die Quantilsdefinition wie folgt:

z, =px +ox-Fx'  (p) (3.10)

norm

Dabei bezeichnen:

- X eine normal verteilt, nicht unbedingt standardnormalverteilte, Zufallsvariable
-F )E:om (p) den Wert der inversen Verteilungsfunktion der standardnormalverteilten ZufallsgroBe X,,orm

im Punkt p
-pux und ox die Parameter der normal verteilten Zufallsgrofie X

1. Ein Risikofaktor

Betrachten wir zunéchst den Fall nur eines Risikofaktors. das wére z.B. der Fall im Beispiel 1 im
Unterabschnitt 3.1.3 (Risikoberechnung fiir das Halten einer Fremdwéahrungsposition von 100000 USD 1
Tag lang). Der Risikofaktor in diesem Beispiel ist der Wechselkurs. Bei nur einem Risikofaktor lautet
die Preisfunktion:

Dabei ist y(t) der Wert des Risikofaktors y im Moment t. Damit kann geschrieben werden:

()

Die Grofen p,, und oy sind die Parameter des normal verteilten Risikofaktors y. Bei der Risikoberechnung
wird unterstellt, dass der Mittelwert p, des normal verteilten Risikofaktors y gleich Null ist (u, = 0).
Damit gilt:

xp:/‘y"‘ay'F)El

norm

xp:0y~F_1 (p)

Xnorm

Die Grofie o, ist das die Standardabweichung des Risikofaktors y. Multipliziert man y(to) mit der
Standardabweichung o, erhdlt man den Wert der Standardabweichung des Marktdatums (Risikofaktors)
y im Zeitpunkt ¢y Daraus ldsst sich das Risiko des Marktdatums(Var, (to, p) als Quantil z,(¢9) berechnen.
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VaR,(to,p) = zp(to) = y(to) - oy - Fx!

norm

()

Um den Value at Risk fiir ein Finanzinstrument zu berechnen, muss die Standardabweichung des Finanzinstrumentes
bestimmt werden. Dazu ist das die Preisfunktion des Finanzinstrumentes heranzuziehen.

Ein zentraler Begriff bei der Risikoberechnung ist die Sensitivitat: Die Sensitivitdt des Preises des
Finanzinstrumentes hinsichtlich des Risikofaktors y zum Zeitpunkt ¢ A}, gibt die Veranderung des Preises
bei einer unendlich kleinen Verdnderung des Risikofaktors an:

A} = P(t), - y(to)

Mit Hilfe der Sensitivitat kann die Standardabweichung des Finanzinstrumentes op bestimmt werden:

op = AZ'C’y :P(t);-y(to) "0y

Der Value at Risk eines Finanzinstrumentes, sofern das Finanzinstrument einen Tag unverandert gehalten
wird, kann dann folgendermaflen berechnet werden:

VaRp(te, p) = a,(t,0) = P(t), - y(to) -0, - Fx'. ()

Xnorm

Setzt man zuséatzlich voraus, dass sich die Verdnderungsraten des Marktdatums als eine Zufallsgrofe einer
geometrisch Brownsche Bewegung darstellen lassen (siehe [Hul01]), kann man sich von der Voraussetzung
trennen, dass die Haltedauer einen Tag betrigt. Mit At bezeichnen wir die Haltedauer von t Tagen. Die
Formel zur Berechnung des Value at Risk einer Fremdwéhrungsposition (der maximal mogliche Verlust
beim Halten der Position von At Tagen mit einer Wahrscheinlichkeit von p%) lautet:

VaRp(to,p) = P(t), - y(to) - oy - VAL - Fit

norm

()

Wird nur ein Risikofaktor betrachtet, verwendet man zur Risikoberechnung die Standardabweichung bzw.
die Varianz. Die Bezeichnung der Berechnungsmethode Varianz-Kovarianz-Methode ist dann nicht
korrekt, da keine Kovarianzen beriicksichtigt werden, was bei nur einem Risikofaktor nicht mdoglich ist.
Die korrekte Bezeichnung wiirde Varianz-Methode oder Standardabweichungs-Methode lauten.

Im weiteren illustrieren wir das Vorgehen am Beispiel 1 aus Unterabschnitt 3.1.3 (Risikoberechnung fiir
das Halten einer Fremdwéahrungsposition von 100000 USD 1 Tag lang).

Die Varianz und auch die Standardabweichung muss angepasst werden, da vorausgesetzt wird, dass
er Mittelwert des Marktdatums den Wert Null hat. Die Formeln zur Berechnung der Varianz und
Standardabwichung lauten dann:

Die neuberechneten Werte sind dann:

owk(EUR UsD) = 0,004920
quvk(EUR vspy = 0,000024
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Die Berechnung des Value at Risk erfolgt in folgenden Schritten:

P(t) = P(y(t)) = N - wk(?)

P(t)y, =N
wk = P () - wh(to)
VaRp(ty,p) = P(t), - wk(to) - opwk - VAL - F);jwm (1-p)
Dabei bezeichnen:

- P(t) Preisfunktion
- P(t) erste Ableitung der Preisfunktion nach dem Wechselkurs wK
- AL Sensitivitdt beziiglich des Wechselkurses wK
- VaRp(to,p) Value at Risk (Risiko) zum Bewertungszeitpunkt to
- mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit p (p = 0,099)
-N Fremdwéahrungsposition in USD (N = 100000 USD)
- wk(to) Wechselkurs EUR/USD um Bewertungszeitpunkt to (wk(to) = 0,8171 £5£)
- Owk Standardabweichung (Volatilitat) des Wachstumstempo
- des Wechselkurses EUR/USD (0ux(eur vsp) = 0,004920)
- At Haltedauer in Tagen

-Fy  (1—p) der Wert der inversen Verteilungsfunktion
- der standardnormalverteilten Zufallsgrofie X, o, im Punkt p
-p Irrtumswahrscheinlichkeit p = 0,99

Konkret fiir das Beispiel 1 ergibt sich:

VaRp(ty,0,99) ~ 100000 - 0,8171 - 0,004920 - v1- Fx, . (0,01) = —935,18

norm

Es sollen nun die Elemente der Formel zur Bestimmung des Value at Risk beim Haltens einer Fremdwahrungsposition
fiir einen und mehrere Tage illustriert werden:

e Der Preis des Instrumentes zum Zeitpunkt ¢t = 0 betréagt 100000 USD.

o N - wk(ty) gibt den Wert der Fremdwahrungsposition in der Heimatwéhrung (hier EURO) zu
Beginn der Haltedauer (¢ = t9) an (N - wk(ty) = 100000 - 0,8171 = 81710,00 oder nicht gerundet
(100000 - 0,8170602 = 81706,02). In den weiteren Berechnungen wird der gerundete Betrag des
Wechselkurses 0, 8717 verwendet.

Der Wert N - wk(to) kann ebenfalls als Preis der Position in EURO zum Zeitpunkt ¢ = 0 gedeutet
werden. Die Preisfunktion (ausgedriickt in der Heimatwihrung) im Zeitpunkt t lautet folglich:

P(t) = N - wk(t)

Der Wechselkurs ist der einzige Risikofaktor.

e Die Volatilitdt (Standardabweichung) des Wachstumstempos des Wechselkurses o, 14sst folgende
Interpretation zu: Grundsatzlich gibt die Standardabweichung an, in welchem Umfang sich das
Wachstumstempos des Wechselkurs vom Mittelwert entfernt. Nun wurde vorausgesetzt, dass der
entsprechende Mittelwert gleich Null ist. Folglich geht es um die Abweichung der Wachstumstempi
des Wechselkurses von Null. Je grofler die Volatilitat ist, um zu stérker streut der Wechselkurs um
den Nullpunkt.

e Wir benétigen die Volatilitdt, um das Quantil nach (3.10) zu berechnen. Die Werte der inversen
Verteilungsfunktion mit den Parametern 4 = 0 und o liegt in der Regel tabellarisch nicht vor bzw.
kann nur aufwendig berechnet werden. Deshalb wird zunédchst das Quantil einer standardnormalverteilten
Zufallsgrofe mit den Parametern p = 0 und o = 1 bestimmt.

120



Fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% ist das Quantil 201 mit p = 1 — 0,99 = 0,01 zu
bestimmen:

Fil (0,000 =0;0 = 1) = —2.326348
Fyr (0,050 =0i0)=Fy' (0,054 =0;0=1)-0=-2326348 - ¢

Angewandt auf unser Beispiel muss die Volatilitdt des Wachstmstempos des Wechselkurses bekannt
sein. Die Varianz wurde bereits imUnterabschnitt 3.1.4 berechnet: vak = 0,000024, woraus folgt
owr = 0,004906. Die Berechnung muss jedoch modifiziert werden, da pu = 0 vorausgesetzt wird.
Siehe dazu die Ausfithrungen im Beispiel 2: t o, = 0,004920Es gilt dann:

F710,01; 4 = 0;0 = 0,004920) = Fx'  (0,01;1= 0;0 = 1) - 0, = —2,326348 - 0,004920 = —0, 0115

m

Das Quantil der normal verteilten Zufallsgrofie xo,01 = £y !

- (0,01; u = 0;0 = 0,004920) betrigt
-0,0115.

e Multipliziert man die Fremdwahrungsposition, umgerechnet in die Heimatwahrung EURO, N -
wk(to) mit der Volatilitdt (d.h. mit der Standardabweichung) o, erhélt man die Volatilitdt der
Fremdwéhrungsposition in EURO.

N - wk(tg) - ok = 100000 - 0,8171 - 0,004920) = 401, 99

Sie betrigt 401,99 EUR.

e Die Risikoberechnung erfolgt analog zur historischen Simulation mit Hilfe des Quantils, wobei gilt:

VCLR(t,p) =T1—p
VaR(t 99%) = 20,01

Der Ausdruck Nwk(tg) - owk - F;jorm (p— 1) bei p = 0,99 entspricht dem 1%-Quantil bei einer
Haltedauer von einem Tag At = 1 und wird als VaR (Value at Risk) bezeichnet. Der Wert gibt an,

wie grof} der grofitmogliche Verlust bei einer Haltedauer von einem Tag und einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 99% ist.

VaR(to,p) = N - wk(to) - owk - VAL - F;jwm(l -p))

VaR(to,0,99) ~ 100000 - 0,8171 - 0,004920) - VAl - (—2.326348) = —935, 18

Der Value at Risk betragt -935,18 EUR. Das bedeutet, dass der grofitmogliche Verlust beim Halten
einer Fremdwéhrungsposition von 100000 USD vom Bewertungstag to bis zum Folgetag tg + 1 und
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% 935,18 EUR betriigt.?

e Multipliziert man den Ausdruck N - wk(to)(cuwr - Fx' (1 —p)) mit v/At erhilt man das VaR bei

einer Haltedauer von At Tagen. o

VaR(to,p) = N - wk(to) - owk - VAL - ngwm(l —p))
~ 100000 - 0,8171 - 0,004920) - VA10 - (—2.326348) = —2957, 28

2der groBtmogliche Verlust - berechnet mit Hilfe der historischen Simulation - beim Halten einer Fremdwi#hrungsposition
von 100000 USD vom Bewertungstag to bis zum Folgetag to+1 und einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% betragt 1069,58
EUR
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Wird die Fremdwéhrungsposition nicht nur einen Tag unverandert gehalten, sondern 10 Tage, betragt
der grofftmogliche Verlust bei sonst unverdnderten Bedingungen 2957,28 EUR.

2. 2 und mehr Risikofaktoren

Werden mehr als ein Risikofaktor betrachtet, muss neben den Varianzen der Risikofaktoren auch die
Kovarianzen, die die Abhéngigkeiten zwischen den Risikofaktoren beriicksichtigt werden. Bei nur einem
Risikofaktor wurde Standardabweichung des Finanzinstrumentes op folgendermaflen berechnet:

op = AZ'U?J :P(t);~y(t0) "0y

Bei mehr als einem Risikofaktor erfolgt die Berechnung analog, diesmal mit Hilfe der Sensitivitdten und
der Varianz-Kovarianz-Matrix

op = VA*TYA*

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Varp(t,p) =op - VAt- F)?jm,m(l -p)=

=VATISA* - VAL-F! (1—p)

Oder ausfiihrlich:
Dabei bezeichnet op die Volatilitdt des Instrumentes oder Portfolios , ¥ die Varianz-Kovarianz-Matrix
und A* und A*T den Spalten- oder Zeilenvektor der Sensitivititen beziiglich der Marktrisikodaten ;.

2 2 2 *
o7y Ois --- Oim AF
2 2 2 *
03, O3 ... 05, A3 . . . .
s=1 . .. o la=] o | :(A1 Ao Am>
2 2 2 ¥
Ol Tia -+ Omm AY

Mit A; wird die Sensitivit fiir das Marktdatum y; bezeichnet.

Aj =By, -y;(to)

Eine andere Moglichkeit - nicht mit Hilfe der Sensitivititen - ist die Verwendung der Korrelationsmatrix
P und der Values at Risk, getrennt fiir jeden Marktrisikoparameter.

Var(t,p) = —\/VaRE - P-VaRy

dabei sind:

VaRy - der Spaltenvektor der Einzel-VaRs nach Marktrisikofaktoren
VaRYL - der Zeilenvektor der Einzel-VaRs nach Marktrisikofaktoren
P - die Korrelationsmatrix
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P11 P12 -+ Pim Vary
P21 P22 .- P2m Vars
P=| . o . |,VaRy = , VaRT = ( Vart Vary ... Vark, )

Pm1 Pm2 -+ Pmm Var:n

Dabei bezeichnet VaR; das VaR fiir das Marktdatum ;. Die Berechnung der Einzel-VaRs nach Marktrisikofaktoren
erfolgt nach der Methodik der VaR-Berechnung mit nur einem Marktrisikofaktor:

VaR;(t,p) = P(t = 0), - y;(to)(oy, - VAL- Fx,,,,.(1-p))

Beispiel 2:

Vorangestellt soll das Vorgehen erldutert werden. Im ersten Schritt werden zwei Fremdwéhrungspositionen
100000 USD und 200000 GBP separat untersucht. Fir die Fremdwahrungsposition in USD ist das bereits
in diesem Abschnitt geschehen. Fiir die Position in GDP werden wir die Berechnungen ohne weitere
Erlauterungen nachreichen. Im néchsten Schritt werden beide Wahrungspostionen in einem gemeinsamen
Portfolio zusammengefiihrt. Die Risikoberechnung erfolgt dann nach dem oben beschriebenen Schemata.

Es soll das Risiko fiir die Fremdwéahrungsposition 200000 GBP berechnet werden. Die Berechnung der
Varianz und der Standardabweichung muss modifiziert werden, da vorausgesetzt wird, dass der Mittelwert
w=0.

n

1 .
Ji}k(EUR GBP) = T Z(wk(EUR GBP)(Z))2
i=1

Y
9 =\ %wk(EUR GBP)

Konkret ergeben sich im Beispiel folgende modifizierten Parameter der Verteilung der Wachstumstempi
der Wechselkurse:

Hwk(EUR ¢BP) = 0,000000
owk(EUR ¢BP) = 0,005730

TurpUR cep) = 0,000033

Die Value at Risk fiir die Fremdwéahrungsposition in GBP lautet:

VaRgpp(to,p) = Negpp - wk(EUR GBP)(to) - owreur aBp) - VAL Fx, .. (1 —p)

Fiir das Beispiel ergeben sich folgender Value at Risk (als to wird der 22.12.2020 - also der heutige Tag
- gewahlt. Die Haltedauer betrage zunachst 1 Tag At = 1. Als Irrtumswahrscheinlichkeit werden 99%
(p = 0,01) angenommen.

Value at Risk VaRgpp(to, p) mit At = 1:
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VaRgpp(to,0,99) = Ngpp - wk(EUR GBP)(to) - owk(eur aBp) - VAL Fx,, ..
VaRezp(to,0,99) = 200000 - 1,0971 - 0,005730 - v/1 - (—2.326348) = —2924, 90

(0,01)

Es kann nun ein Vergleich der beider Berechnungsmethoden (historische Simulation und Varianz- Methode)
vorgenommen werden. Dazu wird auf die Berechnung des Value at Risk im Beispiel 1 dieses Abschnittes

und auf den den Unterabschnitt 3.1.3 verwiesen. Die Value at Risk fiir jede der Fremdw&hrungsposition

und jede Berechnungsmethode sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt. Beide Berechnungsmethoden
fiihren zu unterschiedlichen Ergebnissen.

Fremdwéhrung | historische Simulation | Varianz-Kovarianz-Methode

USD 1069,58 935,18
GBP 4494,43 22924,90

Wihrend fiir die Fremdwéhrungsposition in USD das Risiko etwa die gleiche Gréflenordnung hat, treten
flir die Position in GBP deutliche Unterschiede auf. Die Volatilitaten differieren sind nicht so gravierend
ocuspeur = 0,004920 und ogppryr = 0,005730, dass die die Unterschiede im Risiko erklaren konnen.
Wie oben schon erldutert sind die Auflenseiter bei den Verlusten der hypothetischen PnL fiir ein deutlich
hoheres Risiko bei der historischen Simulation fiir dei Fremdwé&hrungsposition GBP verantwortlich.

Es ist moglich, das Risiko fiir alternative Haltedauern zu berechnen, so z.B. fiir eine Haltedauer von 10
Tagen. Erwartet wird selbstverstédndlich ein hoheres Risiko als bei der Haltedauer von 1 Tag.

Value at Risk VaRysp(to,0,99) und VaRgpp(t,0,99) mit At = 10:

VaRysp(ty, 0,99 Nuysp - wk;(EUR USD)(to) Owk(EUR USD) * VA FXWM(O 01)

) =

VaRusp(to,0,99) = 100000 - 0, 8171 - 0,004920 - v/10 - (—2.326348) = —2957, 28
)= (0,01)
)

norm

(

(
VaRgpp(to,0,99) = Nepp - wk(EUR GBP)(to) - 0wisvr apy - VAL Fx
VaRegpp(to,0,99) = 200000 - 1,0971 - 0,005730 - V10 - (—2.326348) = 9249, 35

Das Risiko bei einer langeren Haltungsdauer vergréfert sich um den Faktor v/10.

Im néchsten Schritt wird das Vorgehen auf zwei Risikofaktoren ausgeweitet ausgeweitet, das konnten
mehrere Wechselkurse in einem Portfolio oder auch zusatzlich Zinssétze sein. In unserem Beispiel wahlen
wir ein gemeinsames Portfolio, bestehend aus 2 Fremdwéhrungspositionen(100000 USD und 200000 GBP

Zunéchst formulieren wir die Preisfunktion P(t) fiir das Portfolio:

P(t) = Nysp - wk(EUR USD)(t) + Ngpp - wk(EUR GBP)(t)
P(tp) = 100000 - 0,8171 + 200000 - 1,0971

Im Anschluss werden die Sensitivitdten hinsichtlich jedes Risikofaktors wk(EURUSD)(t) undwk(EU R GBP)(t)
gebildet:

Abievr vsp) = P wimpur vsp) - wk(EUR USD)(t)
P(t)yrur vspy = Nusp
Alsun vspy = Nusp - wk(EUR USD)(to) = 100000cdot0, 8171 = 81710

Alevr aep) = PO wrsurepp) - Wk(EUR GBP)(to)

P)yrrur aery = Nasp
Alysur aapy = Nopp - wk(EUR USD)(t) = 200000 - 1,0971 = 219420
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Aus den Sensitivitaten wird den Vektor der Sensitivitdten gebildet:

ALk(BUR USD . .
A" = ( A ( ) ) AT = ( ALkEur Usp)  Duk(EUR ¢BP) )
wk(EUR GBP)

Daraus lassen sich die Vektoren der Sensitivititen A* und A*T bestimmen:

* 81710 *T 81710 219420
AT=1 919490 |2 :( )

Die Risikoberechnung erfolgt dann nach der Formel:

Varp(t,p) =op-VAt-Fx, (1—-p) =
=VATSA* VAt -Fx.. (1—p)

Fiir zwei Fremdwahrungspositionen verwenden wir Varianz - Kovarianz-Matrix bestehen aus 2 Zeilen und
zwei Spalten.

2 2
5 Owk(EUR USD) /wk(EUR USD) Pwk(EUR USD)/wk(EUR GBP)
= 2 2
Owk(EUR GBP)/wk(EUR USD) Pwk(EUR GBP)/wk(EUR GBP)

2 2 . . . .
Owk(EUR USD)/wk(EUR USD) und Twk(EUR GBP)/wk(EUR GBP) sind die Varianzen der Wachstumstempi
der Wechselkurse.

2 2 . . . .
Owk(EUR USD)/wk(EUR GBP) und Owk(BUR GBP)/wk(EUR USD) die Kovarianzen zwischen den Wachstumstempi
der Wechselkurse.

Zur Berechnung der Kovarianzmatrix ist zusétzlich die Kovarianz aus Unterabschnitt 3.1.4 unter der
Bedingung p = 0 zu modifizieren.

1 n
dwk(EUR USD),wk(EUR GBP) = T Z(Wk(EUR USD)):)(wk(EUR GBP)) = 0,000005

i=1
Die Varianz- Kovarianz - Matrix lautet dann

Ui;k(EUR USD)/wk(EUR USD) U?uk(EUR USD)/wk(EUR GBP) _ 0,000024  0,000005
o 0,000005 0,000033

Y = 2 2
Owk(EUR GBP)/wk(EUR USD) Pwk(EUR GBP)/wk(EUR GBP)

Nun kann der VaR(1,99%) mit Hilfe der Sensitivitdten und der Varianz- Kovarianz- Matrix berechnet
werden:

VaR(1,99%) = VATSA* - /At - Fx,.. (0,01)

norm

125



0,000024 0,000005 81710
VaR(1,99%) = ( 81710 219420 ) . _

0,000005 0,000030 219420 )F Xnorm (0,01) = —3238, 46

Der Value at Risk betragt 3238,46 EUR.

Die Risikoverechnung kann auch mit Hilfe der Korrelationsmatrix erfolgen. Wegen der Voraussetzung
w = 0 ist auch der Kkorrelationskoeffizient aus Unterabschnitt 3.1.4 anzupassen:

dwk(EUR USD),wk(EUR GBP) Owk(EUR USD),wk(EUR GBP)
Pwk(EUR USD),wk(EUR GBP) = 5 5 = 2 2
\/ka(EUR UsD) \/ka(EUR USD) \/ka(EUR UsSD=" \/ka(EUR USD)
0,000005
’ —0,1933

~ /0,000024 - /0, 000033

Die modifizierte Korrelationsmatrix lautet:
P11 P12 1 0,1933
P= o o ) = \ 01033 1
Die Einzel-VaRs fiir jeden einzelnen Wechselkurs wurde bereits bestimmt:

VaRusp(to,0,99) = 100000 - 0, 8171 - 0,004920 - v/10 - (—2.326348) = —935, 18
VaRepp(to,0,99) = 200000 - 1,0971 - 0,005730 - V10 - (—2.326348) = —2924, 90

Die Vektoren der Einzel-VaR sind:

~935,18
VaRy = VaRr:T = ( —935,18  —2924,90 )
—2924,90 |’ v

Nun kann nach der zweiten Methode das VaR(1,99%) berechnet werden:

VaR(1,99%) = —/VaRL - P - VaRy

oder

035 15 20900 10,1933 935,18
VaR(1,99%) = — ( : : ) 01033 1 | _ogargo | = 323837

Der Value at Risk des Porfolios betragt ca. 3238 EUR (Die Differenz zur vorherigen Methode von 9 cent
ist auf Rundungsfehler zuriickzufiihren).
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Die Risikoberechnung mittels historische Simulation unterscheiden sich vom Ergebnis der Varianz-Kovarianz-
Methode. Auf die Griinde wurde bereits verwiesen.

historische Simulation | Varianz-Kovarianz-Methode
-5.003 -3238

Ohne Miihe kann jetzt der Value at Risk fiir eine Haltedauer von 10 Tagen berechnet werden. Dazu ist
lediglich das Ergebnis mit +/10 zu multiplizieren:

VaR(10,99%) = VaR(1,99%) - V10 ~ 10.240

Aufgrund einer vorhandenen Korrelation beider Wechselkurse kénnen die Einzel-VaRs nicht einfach
addiert werden (—935,18 — 2924,90 = —3860,08 # 3238). Es liegt ein Diversifikationseffekt vor, der
das Risiko auf Grund der Korrelation beider Wechselkurse reduziert. Im Fall von nur 2 Risikofaktoren
kann der Effekt deutlich gemacht werden:

VaR(1,99%) = \/VaR2 +VaR2, +2-py,/y, - VaRy, -VaR,,

= /(—935,18)% + (—2924,90)2 + 2 - 0,1933 - (—935, 18) - (—2924, 90) = 3238, 37

3.2 Risiko von Sparprodukte

Fiir Sparprodukte werden die Risiken durch die Zinssatze bestimmt. Wie bereits in den vorangegangenen
Kapiteln verwenden wir zur Barwertbestimmung Abzinsfaktoren, die auf der Basis von Nullkuponzinssétzen
berechnet werden. Soll nun eine Risikoabschétzung mit Hilfe der Varianz-Kovarianz-Methode erfolgen,
benétigt man lange Reihen der Nullkuponzinssatze, aus denen die Volatilitat der Abzinsfaktoren abzuleiten
ist. Banken, die Risikoberechnungen auf der Basis der Varianz-Kovarianz-Methode durchfiihren, bestimmen
téglich die Nullkuponzinssatze und verfiigen deshalb iiber lange Reihen und sind in der Lage, die Volatilitéten
und Kovarianzen sowie die Korrelationskoeffizienten téglich zu bestimmen. Die deutsche Bundesbank
verdffentlicht Zinssétze fiir hypothetisch Null-Kupon-Anleihen ohne Kreditausfallrisiko, die ebenfalls zur
Schéatzung der statistischen Parameter herangezogen werden kénnen. Im Rahmen dieser Publikation
werden keine langen Reihen zur Bestimmung der Varianzen, Kovarianzen und Korrelationen vorgenommen,
sondern plausible statistische Gréflen vorgegeben. In den Beispielrechnungen verwenden wir - wie bisher

- Nullkuponzinssétze und abgeleitete Abzinsfaktoren fiir 4 Jahre. Entsprechend geben wir auch fiir den
4-Jahreszeitraum die statistischen Parameter vor.

Varianzen und Standardabweichungen

Restlaufzeit in Jahren | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren | Varianz | Standardabweichung

1 0,0294 0,9714 0,000022 | 0,00469

2 0,0390 0,9262 0,000024 | 0,00490

3 0,0448 0,8750 0,000028 | 0,00529

4 0,0493 0,8262 0,000030 | 0,00548
Kovarianzen
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1 2 3 4

1 0,000005 | 0,000006 | 0,000007
2 | 0,000005 0,000008 | 0,000005
3 | 0,000006 | 0,000008 0,000003
4

0,000007 | 0,000005 | 0,000003

Die Varianz- Kovarianz-Matrix und Korrelationsmatrix lauten:

0,000022 0,000005 0,000006 0,000007 1 0,2176 0,2418 0,2724
0,000005 0,000024 0,000008  0,000005 02176 1  0,3086 0,1862
=1 0,000006 0,000008 0,000028 0000003 |'T =] 02418 03086 1 0,1035

0,000007 0,000005 0,000003 0,000030 0,2724 0,1862 0,1034 1

Mit diesen Varianzen, Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten ist es moglich, das Risiko der Finanzprodukte
zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu bestimmen. Sollen jedoch auch die Risiken zu anderen Zeitpunkten berechnet
werden, sind die Varianzen, Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten auch fiir die zukiinftigen Zinssétze
bzw. der entsprechenden Abzinsfaktoren aus langen Datenreihen abzuleiten. Grundséatzlich ist dabei
analog der Berechnung der statistischen Parameter fiir die Nullkuponzinssdtze und der zugehorigen
Abzinsfaktoren vorzugehen. Wir beschrénken uns jedoch auf die Berechnung des Risikos zum Zeitpunkt

t =0, d.h. zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses.

3.2.1 Sparplane

Wir betrachten einen Sparplan mit jahrlichen nachschiissigen konstanten Einzahlungen. Gegeben sind
dabei der jahrliche Nominalzinssatz i,,.,,, und die Hohe der konstanten Einzahlungen R. Die Zinsberechnung
erfolgt nach jeder Einzahlung. In der nachfolgenden Tabelle sind die Einzahlungen dargestellt.

Ky=0 K, K, Kr_o Kr_4q Kr
R R

\ 2 1 1 \

0 1 2 TLQ T-1 T

Im Unterabschnitt 2.1.1 wurde der Barwert dieses Sparplanes zum Zeitpunkt ¢ = 0 berechnet. Dazu
werden die Abzinsfaktoren g fiir jede der Ratenzahlungen zum Zeitpunkt ¢ = 1,2,...T verwendet
und der Barwert jeder Ratenzahlung berechnet:

BWy(R1) = R~ Goe)
BWy(Rz2) = R §oe2)

BWo(Rr) = R qoc1)

T T
BWy =Y BWy(Ri) =Y R-doer
t=1 t=1
T

BWy=R-> dioer

t=1

Wie jedes zinsgetragene Finanzprodukt sind Sparpléane risikobehaftet. Es soll nun das Risiko des Sparplanes
berechnet werden, wenn die Haltedauer genau 10 Bankarbeitstage betrdgt. D.h. der Sparplan wird
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in den néchsten 10 Tagen nicht aufgelost. Das Risiko gibt dann den maximalen Verlust an, der bei
Liquidation nach 10 Bankarbeitstagen mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% entstehen wiirde. Fir diese
Berechnungen ben6tigt man nicht nur die Abzinsfaktoren Gy, sondern auch die Varianzen, Kovarianzen
und Korrelationskoeffizienten der Risikofaktoren.

Das Risiko (Value at Risk) kann dann mit Hilfe der Varianz-Kovarianz-Methode unter zur Hilfenahme
der Varianz-Kovarianz-Matrix bzw. der Korrelationsmatrix berechnet werden. Risikofaktoren sind die
Wachstumstempi der Abzinsfaktoren §(.¢). Die Varianz-Kovarianz-Matrix besteht aus Varianzen und
Kovarianzen der Wachstumstempi der Abzinsfaktoren und hat die Dimension (T'zT"). Die Korrelationsmatrix
wird aus den Korrelationskoeffizienten der Wachstumstempi der Abzinsfaktoren gebildet und hat ebenfalls
die Dimension (T'zT).

Beispiel (vgl. Unterabschnitt 2.1.1) :

Am Ende jeden Jahres ein Betrag von 1000 EUR eingezahlt. Wir beschranken uns aber auf 4 Zahlungen,

da wir die Nullkuponzinssatze und Abzinsfaktoren sowie die Varianzen und Kovarianzen aus dem Abschnitt 3.2
nutzen werden. Die Zinsperiode betragt 1 Jahr, gegeben ist der Jahreszinssatz von 5%. Zu berechnen ist

der Value at Risk zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei einer Irrtumswahrsxheinlichkeit von 99% und einer Haltedauer
von 10 Tagen.

Zur Berechnung des Barwertes BW, zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird jede der zukunftigen Zahlungen mit den
laufzeitabhéngigen Abzinsfaktoren G mit ¢t = 1,2, 3,4 abgezinst. Dabei ist zu beachten, dass mit der
Zahlung der letzten Rate der Anleger den angesparten Betrag ausgezahlt bekommt. Die Einzahlungen
belasten den Sparer und erhalten ein negatives Vorzeichen, wihrend der angesparte Betrag als Einkommen
(positives Vorzeichen) aufzufassen ist.

Der Endwert des Sparplanes betragt 4310.13 EUR:

r -1 14+4df —1
KT:R.qnom :R( +7jnom )
qnom — 1 tnom
(1,05 — 1)
K, =1000 - —— =4310,13
4 0,05 ’

Die abgezinsren Betrage betragen:

BWy(Ry) = —R - G 1y = —1000 - 0,9714 = —971, 4
BWy(Rz) = —R - G2 = —1000 - 0,9262 = —926, 2
BWy(Rs) = —R - (o3 = —1000 - 0,8750 = —875,0
BWo(Rs) = —R - Gio_qy = —1000 - 0,8262 = —826,2
BWy(Ky) = Ky - Giocay = 4310,13 - 0,8262 = 3561, 03

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BWy = BWO(Rl) + BWO(RQ) + BWo(Rg) + BWO(R4) + BWO(K4) =
= —971,40 — 926, 20 — 875,00 — 826, 20 + 3561,03 = —37,77

Der Barwert bildet gleichzeitig den Wert der Preisfunktion im Zeitpunkt ¢ = 0. Die Preisfunktion P(t = 0)
kann folgendermaflen geschrieben werden:
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P(t = 0) = —BWy(Ry) — BWy(Rz) — BWo(Rs) — BWo(Ra) + BWo(Ky)
P(t=0)=—R-qoe1) — R- ez — R-does) — R o) + Ki- §oea)
(1 + igom — 1)

P(t=0)=—R-qoe1) — R- ez — R-Goes) — R-Goea) + R —"""—" - Goca)

Znom

=
I

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Var(t,p) = VA TSA* - VAt - F7H(1 — p)

0) = —971,4 — 926,2 — 875,0 — 826, 2 + 4.310,13 - 0,8262 = —3598, 8 + 3561, 03 = —37, 77

Dabei bezeichnet op die Volatilitit des Instrumentes oder Portfolios , ¥ die Varianz-Kovarianz-Matrix
und A* und A*T den Spalten- oder Zeilenvektor der Sensitivititen beziiglich der Marktrisikodaten G(0t)-

2 2 2 2 *

011 012 013 014 A}

2 2 2 2 *

021 0322 0323 024 A3

* «T * * * *

r= 2 2 o2 2 [DATE A |HA :(AI A; A3 A4)

031 032 033 O34 3

2 2 2 2 *

041 Oxq2 Oi3 Oy Aj

Mit A} wird die Sensitivitat fiir das Marktdatum §(o.) bezeichnet.

A: = Pé(o«—t) q(OHt)(tO)

AT =P}, e (to) = =R - Goe)(to) = 1000+ 0,9714 = —971,4

Ay =P}, oo (to) = =R+ Gioes)(to) = 1000 - 0,9262 = —926,2

A3 =P, - does)(to) = =R+ Goes)(to) = 1000 - 0,8750 = —875,0

Ay =Pj, e (to) = (K1 — R) - Goea)(to) = (4310,13 — 1000) - 0,8262 = 3310,13 - 0, 8262 = 2734, 83

Zur Berechnung des Risikos werden neben den Sensitivitdten auch die Varianz-Kovarianz-Matrix benétigt.
Die dafiir notwendigen Varianzen und Kovarianzen sind in der Anlage (siche Abschnitt 4.1) aufgefithrt. Damit

lauten die Varianz-Kovarianz-Matrix und die Vektoren der Sensitivitaten:

0,000022  0,000005 0,000006  0,000007 —971, 40
0,000005 0,000024 0,000008  0,000005 i —926, 20
Z =1 0,000006 0,000008 0,000028 0,000003 |2 =| —s875, 00
0,000007  0,000005 0,000003  0,000030 2734, 83

Nun kann das VaR(1,99%) berechnet werden:

VaR(10,99%) = VA*TSA* - VAt - F71(0,01)

N :( —971,40 —926,20 —875,00 2734,83 )

0,000005 0,000024 0,000008 0,000005
0,000006 0,000008 0,000028 0,000003
0,000007 0,000005 0,000003 0,000030

0,000022  0,000005  0,000006 0,000007
VaR(10,99%) = (7971,40 —926,20 —875,00 2734, 83 )
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Der maximal mogliche Verlust des Sparproduktes bei einer Haltedauer von 10 Tagen und einer Wahrscheinlichkeit
99% betragt 86,62 EUR.

Zum fast (Rundungsfehler) gleichen Ergebnis kommt man bei Nutzung der Korrelationsmatrix. Dazu ist
das Value at Risk fiir jeden Marktrisikofaktor zu bestimmen:

VaR;(t,p) = P(t =05, - ey (t)(0gq. ,, - VAL- FH(1 = p))
VaRy(t,p) = P(t =05, - doen)(t0)(04q.,, - VAID- F71(0,01)) =

= —1000-0,9714 - 0,00469 - 3, 16227766 - (—2, 326347874) = 33,52
VaRsy(t,p) = P(t =0}, , - doe2)(to) (04, - VAID- F71(0,01)) =

= —1000 - 0,9262 - 0,00490 - 3, 16227766 - (—2, 326347874) = 33,39
VaRs(t,p) = P(t =0, . - does3)(t0) (04, - VALD- F71(0,01)) =

= —1000 - 0,8750 - 0,00529 - 3, 16227766 - (—2, 326347874) = 34,05
VaRa(t,p) = P(t =005, . - Goes(to) (4., - VAIO- F71(0,01)) =

= 3310, 13- 0, 8262 - 0,00548 - 3, 16227766 - (—2, 326347874) = —110, 25

Die aus der Varianz-Kovarianz-Matrix abgeleiteten Korrelationsmatrix P lautet:

1 02176 02418 0,2724
02176 1  0,3086 0,1862
0,2418 0,3086 1 0,1035
02724 0,1862 0,1034 1

Die Berechnung des Value at Risk erfolgt nun:

VaR(10,99%) = —\/ VaRT - P-VaRy

1 0,2176  0,2418  0,2724 33, 52
0,2176 1 0,3086  0,1862 33,39
VaR(10,99%) = — ( 33,52 33,39 84,05 —110,25 ) 0,2418  0,3086 1 0,1035 34,05 = —86,64
0,2724 0,1862  0,1034 1 —110, 25

Es sei noch angemerkt, dass Sparpldne wie auch das im n#chsten Abschnitt behandelte Festgeld keine
handelbare Produkte sind. Damit entféllt die Moglichkeit, dass Produkt nach Ablauf der Haltedauer
zu verduflern. Ungeachtet dessen, gibt der berechnete Value at Risk Informationen iiber mogliche
Wertverluste des Sparplanes (des Festgeldes), auch im Vergleich zu anderen Produkten.

3.2.2 Festgeld

Wie im Unterabschnitt 2.1.2 beschrianken wir uns auf den einfachen Fall: Zinsperiode 1 Jahr, fixer
Zinssatz, Zinszahlungstermin ist am Ende der Laufzeit. Der Endwert einer solchen Festgeldanlage kann
einfach berechnet werden:

KT = KO . (1 + Z'nom)T
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Zur Barwertberechnung ist der Endwert mit dem Nullkupon-Abzinsfaktor ¢ 1) abzuzinsen:

BWy = Kr - qo«T)

Die Preisfunktion P(0) lautet:

P(t=0)=—Ko+ K7 - Gor)

Zur Risikoberechnung wird die Varianz-Kovarianz-Methode mit nur einem Risikofaktor (Abzinsfaktor
G(o«T) verwendet.

VaR(t,p) = P(t = O)/” : d(OHT) (to) - Oder) "V At F_l(p - 1))

4(0«1T)

Beispiel:

Zu berechnen ist der Value at Risk bei einer Haltedauer von 1 Tag und einer Wahrscheinlichkeit von 99%
eines Festgeldes mit folgenden Konditionen:

Nominalwert (Einzahlungsbetrag) Ky = 10000 EUR

Nominalzinssatz inom = 5%

Laufzeit = 4 Jahre

Nullkuponzinssatz mit Restlaufzeit von 4 Jahren (1 + 4req:(0 — 4)) = 0,0489
Nullkuponabzinsfaktor mit Restlaufzeit von 4 Jahren .4y = 0,8262
Standardabweichung des Risikofaktorsoy, , = 0,00548

K, = 10000 - 1,05* = 12155, 06
BW, = 12155,06 - 0, 8262 = 10042, 51
P(t = 0) = —10000 + 12155, 06 - 0,8262 = —10000 + 10042, 51 = 42, 51

VaR(1;0,99) = P(t = 0);(%4> - Goa)(to) - Og_y - VAL F71(0,01))
VaR(1;0,99) = Ky - Goca(to) - 04y, - VAL- F71(0,01))
VaR(1;0,99) = 12155,06 - 0,8262 - 0,00548 - VAL - (—2,326347874) = —128, 03

Der maximale Verlust bei einer Haltedauer von 1 Tag und einer Wahrscheinlichkeit von 99% betragt
-128,03 EUR.

3.3 Risiko von Krediten

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefflich das Marktpreisrisiko. Das Kreditausfallrisiko bleibt
unberiicksichtigt. Fiir den Kreditnehmer ist das Kreditausfallrisiko nahezu unbedeutend. Nur im Falle
des Defaults eines Kreditinstitutes konnten Schwierigkeiten bei der Abwicklung der Restschuld entstehen.

Zur Berechnung des Risikos nutzen wir die jeweilige Preisfunktion und verwenden die Varianz-Kovarianz-
Methode. Risikofaktoren sind die Abzinsfaktoren auf der Basis der Nullkuponzinssétze, die im Abschnitt 3.2
inklusive der Varianzen bzw. Standardabweichungen noch einmal aufgefiithrt wurden. Beispiele zur
Berechnung des Value at Risk basieren auf den Beispielen aus dem Abschnitt 2.2.
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3.3.1 Zinsschuld

Die Preisfunktion fiir Zinsschulden lautet:

Beispiel:

T
P(0) = =Ko+ BWy = =Ko + Z Zt o)
t=1

Eine Zinsschuld von 20000 wird mit einem Jahreszinssatz von 5% verzinst. Die Laufzeit des Kredites
betragt 4 Jahre. Die Zinsen werden am Ende der Zinsperiode, am Ende des Jahres, ausgezahlt. Die
Zinszahlungen erfolgen nachschiissig. Die jahrlichen Zinsen sind konstant und belaufen sich auf 0,05 -
20000 EUR = 1000EUR. Es ist das Risiko (Value at Risk) bei einer Haltedauer von 10 Tagen und
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% zu berechnen. Jede der Zinszahlungen ist mit den Nullkupon-
Abzinsfaktoren abzuzinsen, ebenso der Nominalbetrag K, der am Ende der Laufzeit zuriickgezahlt wird:

Wo(Z1) = Z1 - doey = 1000 - 0,9714 = 971, 44
Wo(Z2) = Z2 - Goen) = 1000 - 0,9262 = 926, 22
BW(Zs) = Zs - does) = 1000 - 0, 8750 = 875,00
Wo(Zs) = Zs -

) = Ko

=N

* G(o—a) = 1000 - 0, 8262 = 825,00
“G(04) = 20000 - 0, 8262 = 16524, 00

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BWy = BWo(Ry) + BWo(Rs) + BWo(Rs) + BWy(Ry) + BWy(Ko) =
= 971,40 + 926, 20 + 875, 00 + 825, 00 + 16524, 00 = 20121, 6

Der Barwert BW,, der mit Hilfe der Nullkuponzinssitze berechnet wurde, betragt 20121,60 EUR. Das
entspricht folgendem Vorgehen:

Die Preisfunktion hat den Wert:

P(t=0)=—-Ko+Z-qoe1) +7Z 4o +Z - qoes) + Z - Goea) + Ko - Goea)
= —20000 + 971,40 4+ 926, 20 + 875, 00 + 825,00 + 16524, 00 = —20000 + 20121, 60 = 121,60

P(t =0)

4
—Ko+ BWy =—-Kop+ Z Zt - q(o+t) T Ko - 4o+
t=1

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist identisch der im Unterabschnitt 3.2.1 genutzten Matrix.

Var(t,p) = VA TYA* . VAt - F~H(1 - p)

berechnen sind die Sensitivitaten:
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000 - 0,9714 = 971, 40

000 - 0, 8750 = 875, 00

AY =P, doen(to)

AT =P, e (to) = Z - doe(to) = 1

Ay = Pl -dioes)(to) = Z - doea)(to) = 1000 0,9262 = 926,20
A = Pé<%3> “Qo+3)(to) = Z - o+3)(to) =1

AL =P, Ao (to)

= (Z + Ko) - (o«a)(to) = (1000 + 20000) - 0,8262 = 21000 - 0, 8262 = 17350, 20

971, 40
926, 20
A* A*T:( 971,40 926,20 875,00 17350,20)
875, 00 ’
17350, 20
Nun kann das VaR(10,99%) berechnet werden:
b)
0,000022  0,000005  0,000006  0,000007 971, 40
07140 926.20  875.00  17350.20 0,000005  0,000024  0,000008  0,000005 926, 20
VaR(10,99%) = ( ’ ’ > o ) 0,000006  0,000008  0,000028  0,000003 ’ 875, 00
0,000007  0,000005  0,000003  0,000030 17350, 20

J V10-F~1(0,01) = —721, 30

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.

3.3.2 Ratenschuld

Die Preisfunktion fir Ratenschuld lautet:

P(0) =

Die Annuitdten werden aus Tilgungsbetrag und Zinsen berechnet.

T
—Ko+ BWy = —Ko + ZANt “4(0+t)
t=1

Der konstante Tilgungsbetrag wird bestimmt, in dem die Schuld Ky durch die Anzahl der Zinsperioden

m dividiert wird:

K

TB;==2 i=12,..
m

TB; =TB = const.

,m

Aus Restschuld RS; werden die Zinsen Z; berechnet (ausfithrlich im ??),woraus sich die nicht konstanten

Annuitdten AN; ergeben:

ANt :TB+Zt

Beispiel:

Eine Schuld von 80000 EUR soll durch gleiche Tilgungsraten in 4 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode

134



fallig. Es ist das Risiko (Value at Risk) bei einer Haltedauer von 10 Tagen und einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 99% zu berechnen. Der konstante Tilgungsbetrag fiir alle Zins(zahlungs)perioden betragt TB =
80900 — 20000. Die Grofen RS;, Z; und AN; Vj sind tabellarisch aufgefiihrt:

j RS,

TB

Z;

AN;

80000
60000
40000
20000

- w N = O

20000
20000
20000
20000

4000
3000
2000
1000

24000
23000
22000
21000

Der Barwert wird durch Addition der abgezinsten Annuitéten berechnet. Die abgezinsten Annuitdten
lauten:

BW,(ANy) = AN - §oe1) = 24000 - 0,9714 = 23313, 60
BWy(ANz) = ANy - (oc_2) = 23000 - 0, 9262 = 21302, 60
BWy(AN3) = AN - (o.3) = 22000 - 0,8750 = 19250, 00
BWo(ANy) = ANy - 4oca) = 21000 - 0,8262 = 17350, 20

BWy = BWQ(ANl) + BWO(AN2) + BWO(AN,?,) + BWO(AN4) =
= 23313, 60 + 21302, 60 4+ 19250, 00 4 17350, 20 = 81216, 40

Fiir die Preisfunktion gilt:

4
P(t = O) =—Kog+ BWy=—-Ky+ ZANt . (j(0<—t)
t=1
P(0) = —80000 + 81216,40 = 1216, 40

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Var(t,p) = VA TSA* - VAL - F7H(1 - p)

Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist identisch der im Unterabschnitt 3.2.1 genutzten Matrix. Neu zu
berechnen sind die Sensitivitéaten:

A* = q([)(—t) Q(O(ft) (to)

Af = q(OH) - Gloe1)(to) = AN7 - Gio 1) (to) = 24000 - 0,9714 = 23313, 60
Ay = P] - dioe2)(to) = ANy - G2 (to) = 23000 - 0,9262 = 21302, 60
A% = q(m) - Gocs)(to) = ANg - q(0<_3 (o) = 22000 - 0, 8750 = 19250, 00
Ay =P}, Goes(to) = ANy - Goea(to) = 21000 - 0, 8262 = 17350, 20
23313, 60
21302, 60 T
A" = 19250, 00 JA* :< 23313,60 21302,60 19250,00 17350,20 )
17350, 20
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Nun kann das VaR(10,99%) berechnet werden:

VaR(10,99%) =

= —1953,74

0,000022
0,000005
0,000006
0,000007

0,000005
0,000024
0,000008
0,000005

0,000006
0,000008
0,000028
0,000003

0,000007
0,000005
0,000003
0,000030

21302, 60 19250, 00 17350, 20 ) .

I

23313, 60
21302, 60
19250, 00
17350, 20

J V10 F~1(0,01) =

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.

3.3.3 Anuitatenschuldschuld

Die Annuitatenschuld wurde ausfithrlich im ?? behandelt.

Anfangsschuld Ky und dem Nominalzinssatz i,,,, errechnet:

Znom

AN = KO . (1 + i’ﬂom)m . —(1 + inO”L)T — 1

Die konstante Annuitat AN wird ausaus

Zur Bestimmung des Barwertes zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden wiederum die Nullkuponabzinsfaktoren
herangezogen. Die Annuitdten am Ende jeder Zinsperiode wird mit dem entsprechenden Abzinsfaktor
multipliziert und die so erhaltenen Teilbarwerte addiert:

Beispiel

BWo(AN;) = AN - Goct)

T T
BWy = Z AN - Gty = AN - Z d(oet)

t=1 t=1

Eine Schuld von 80000 EUR soll durch gleiche Annuitédten in 4 Jahren getilgt werden. Die Verzinsung
erfolgt jahrlich bei einem gegebenen Jahreszinssatz von 5%. Die Zinsen werden am Ende jeder Zinsperiode
fallig. Es ist das Risiko (Value at Risk) bei einer Haltedauer von 10 Tagen und einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 99% zu berechnen. Die konstante jahrliche Annuitéten ist folgende:

1
AN = Ko - (144, ym.___ ‘tnom
0 ( +’Lnom) (1+2n0m)T_1
0,05
= 80000 - (1,05)* - ——2——— = 22560,95
(1,05) (1,05)4 — 1 ’

Zur Berechnung des Barwertes ist jede Annuitét mit den Nullkuponabzinsfaktoren auf den Zeitpunkt

t = 0 abzuzinsen:

BWo(AN,) = AN -1y = 22560,95 - 0,9714 = 21915, 71
BW,(AN,) = AN - Gg.2) = 22560, 95 - 0, 9262 = 20895, 95
BWy(AN3) = AN - o3y = 22560, 95 - 0,8750 = 19740, 83
BWo(ANy) = AN - o4y = 22560, 95 - 0,8262 = 18639, 86

Der Barwert wird durch Addition der abgezinsten Annuitaten berechnet:
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BWy = BWy(AN;7) + BWy(AN3) + BW(AN3) + BWy(ANy) =
= 21915, 71 4 20895, 95 + 19740, 83 + 18639, 86 = 81192, 35

Fiir die Preisfunktion gilt:

P(0) = —Ko + BWy = —Kq + ZANt “q(ot)

T

t=1

P(0) = —80000 + 81192, 35 = 1192, 35

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Var(t,p) = VA TSA* - VAL- F71(1

—p)

Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist identisch der im Unterabschnitt 3.2.1 genutzten Matrix.

berechnen sind die Sensitivitaten:

A} =P, " doen(to)

AT =P doe(to) = AN - Goe ) (to)
A3 =Py, e (to) = AN - 4o a)(to)
A5 =P}, - does)(to) = AN - Goes)(to)
Al = Pé(OHL) “d0e-a)(t0) = AN - Groe-a (o)

21915, 71
20895, 95
19740,83 |’
18639, 86

Nun kann das VaR(10,99%) berechnet werden:

22560, 95 - 0,9714 = 21915, 71
22560, 95 - 0, 9262 = 20895, 95

AT =( 21915,71 20895,95 19740,83 18639, 86 )

= 22560, 95 - 0,8750 = 19740, 83
= 22560, 95 - 0, 8262 = 18639, 86

Neu zu

0,000022
0,000005
0,000006
0,000007

VaR(10, 99%) — (21915,71 20895,95 19740, 83 18639,86)_

0,000005
0,000024
0,000008
0,000005

0,000006
0,000008
0,000028
0,000003

0,000007
0,000005
0,000003
0,000030

I

21915, 71
20895, 95
19740, 83
18639, 86

J -V10- F~1(0,01) =

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.

3.4 Risiko von Termingeschaften

Im Unterabschnitt 2.3.1 wurde das Termingeschéaft mit zwei Wahrungen beschrieben. Zwei Vertragsparteien
vereinbaren zu einen bestimmten Termin in der Zukunft zwei Geldbetrage in unterschiedlichen Wahrungen
zu einen festen Wechselkurs auszutauschen. Beiden Parteien ist der tatsédchliche Wechselkurs zum
Austauschtermin nicht bekannt. Zu berechnen ist der Value at Risk mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
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von 99% und einer Haltedauer von 10 Tagen. Formal werden zwei Zahlungen zum Zeitpunkt ¢ = 0
vereinbart:

A(1) Zahlung eines Geldbetrages in Wahrung 1 zum Zeitpunkt ¢
A(2) Erhalt eines Geldbetrages in Wahrung 2 zum Zeitpunkt ¢
t=20 Zeitpunkt des Vertragsabschlusses

wky(1,2) = Z‘zgg - Wechselkurs Wahrung 1 zu Wahrung 2 zum Zeitpunkt ¢

Die Preisfunktion P(t = 0) ist identisch mit dem Barwert BW, und lautet:

P(t=0) = BWy = A¢(1) - Groert) + At(2) - wko(1,2) - G201

Risikofaktoren sind die Abzinsfaktoren Gy g.¢) und ga(p¢) in beiden Wahrungsraumen und der Wechselkurs
wky(1,2). Zur Risikoberechnung sind die Varianzen und Kovarianzen der Risikofaktoren sowie deren
Werte im Zeitpunkt ¢ = 0 notwendig.

Beispiel aus dem Unterabschnitt 2.3.1:

Die Zahlungen lauten:

Ay(EUR) = —1000000
A2 (USD) = 1192536, 28

Es wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 vereinbart, in zwei Jahren ¢ = 2 1000000 EUR, in 1192536,28 USD zu
tauschen.

Zum Zeitpunkt t = 0 gelten folgende Marktbedingungen:

who(EUR, USD) = 0,84 EY2
LBUR,real(0—2) = 0,0390
dEUR(0+2) = 0,9262
LUSD,real(0—2) = 0,040

qusp(o+2) = 0,9246

Die Nullkuponzinsséatze fiir den USD-Wahrungsraum wurden angenommen und nicht aus Nullkuponanleihen
bzw. Kuponanleihen berechnet.

Zur Risikoberechnung sind zusétzlich die Varianzen und Kovarianzen aus langen Reihen der Risikofaktoren
zu berechnen. Wir greifen dabei teilweise auf unsere Berechnungen aus dem Unterabschnitt 3.1.5 und aus
dem Abschnitt 3.2 zuriick. Das betrifft ausschliellich den Mittelwert, die Varianz und Standardabweichung
des Wechselkurses :

Huwk(EUR Usp) = 0,000000
owk(EUR Usp) = 0,004920

TonmUR Usp) = 0000024

Die Mittelwerte, die Varianzen und Standardabweichungen hinsichtlich der beiden anderen Risikofaktoren
(Wachstumstempo der Abzinsfaktoren fiir den EURO- und USD-Raum - §guro«—2) und §usp(o«2))
werden exogen vorgegeben:
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= 0,000000

Hipuroe2)

Timornors = 05004920
02, oo = 0000024
Hiyspoes = 0,000000
Tivsnoes = 0005292

; = 0,000028

O"iUSD(O(—2)

Ebenso wurden Werte fiir alle Kovarianzen angenommen.

wk(USD EUR) | deuro«<2) | qQUusD(oe2)
wk(USD EUR) 0, 000005 0, 000006
JEUR(0+2) 0, 000005 0,000008
JusD(0<2) 0, 000006 0,000008

Die statistischen Parameter der Risikofaktoren (Mittelwerte, die Varianzen und Standardabweichungen
sowie die Kovarianzen) sind im Anhang (Abschnitt 4.1) noch einmal separat aufgefiihrt.

Daraus ergeben sich folgende Varianz-Kovarianz-Matrix und Korrelationsmatrix :

0,000024 0,000005 0,000006 1 0,2083 0,2315
¥ = | 0,000005 0,000024 0,000008 | pP=| 0,2083 1 0,3086
0,000006 0,000008 0,000028 0,2315 0,3086 1

Der Value at Risk wird nach folgender Formel berechnet:

Var(t,p) = VA TSA* - VAt - F71(1 - p)

Die Sensitivitaten werden mit Hilfe der ersten Ableitung der Preisfunktion und den Werten der Risikofaktoren
am Bewertungstag (¢ = 0) berechnet. Die Preisfunktion ist identisch mit dem Barwert BW; und lautet:

Pit=0)=BWy = A1(EUR) - pur(oe2) + A2(USD) - wk(USD EUR) - jusp(o+2)

Daraus ergeben sich folgende Sensitivitéten:

Al = P ywsp sur)  Wko(USD EUR) = A3(USD) - qusp(o+2) - wko(EUR,USD) =
= 1192536, 28 - 0,9246 - 0, 84 = 926.200, 00

A3 = Pi i noes dBURO0«2)(to) = AL(EUR) - dpuRr(0e-2)(to) =
= —1000000 - 0, 9262 = —926200, 00

AL =Py, poes  duspoe2)(to) = A2(USD) - wko(EUR,USD) - Gusp(o«2)(to) =

= 1192536, 28 - 0,84 - 0,9246 = 926.200, 00

926.200, 00
A* = | —926.200,00 | A*T =( 926.200,00 —926.200,00 926.200, 00 )
926.200, 00
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Nun kann das VaR(10,99%) berechnet werden:

0,000024  0,000005  0,000006 926.200, 00
VaR(10,99%) = |( 926:200,00  —926.200,00  926.200,00 ). | 0,000005  0,000024  0,000008 —926.200,00 |.\/75.r~1(0,01) = —53650, 69
0,000006  0,000008  0,000028 926.200, 00

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.

3.5 Risiko von Anleihen

3.5.1 Festverzinsliche Anleihen ohne Kreditausfallrisiko

Wir bewerten ausschliefSlich festverzinsliche Anleihen mit jahrlichen Zinszahlungen am Ausgabetag oder
einem Kaufdatum, dass genau ein oder mehre Jahre nach dem Ausgabedatum liegt. Damit betragt die
Restlaufzeit genau T Jahre. Ausfiihrlich wurden festverzinsliche Anleihen im Abschnitt 2.8 oder genauer
im Unterabschnitt 2.8.1 beschrieben.

Eine festverzinsliche Anleihe mit jahrlichen Zinszahlungen bei Zinsperioden von einem Jahr und einer
Restaufzeit von T Jahren besteht aus T-1 konstanten Zahlungen (identisch mit den Zinszahlungen Z;),
einer einmaligen Zahlung beim Erwerb der Anleihe Ky - mit negativem Vorzeichen - und der letzten
Zahlung am Ende der Laufzeit, bestehend aus Zinsen fiir die letzte Zinsperiode Z7 und den Nominalbetrag
N. Es wird der Barwert am Tag des Erwerbs des Bonds berechnet, der auch die Grundlage fiir die
Risikoberechnung bildet, wieder mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% und einer Halzedauer von10
Tagen. Zur Berechnung des Barwertes ist jede der Zahlungen mit Hilfe der ganzjahrigen Nullkupon-
Abzinsfaktoren ) mit ¢ =0,1,2,...,T" abzuzinsen.

T-1

BWy = Z Zi - Goeyy + (N + Z7) - Goe)
j=1

Die Preisfunktion lautet:
P(t=0)=BW, - Ky

Zur Risikoberechnung wird die Varianz-Kovarianz-Methode verwendet:

Var(t,p) = VA TSA* - VAL - F7H(1 - p)

Risikofaktoren sind die Abzinsfaktoren G(o.y)-
Beispiel:

Eine festverzinsliche Anleihe mit einem Nominalwert von 20000,00 EUR wird mit einem Jahreszinssatz
von 5% verzinst. Die Restlaufzeit des Bondes betragt 3 Jahre. Der Bond wurde zu einem Preis von
Ky = 20000,00 EUR zum Zeitpunkt ¢ = 0 erworben Die Zinsen werden am Ende der Zinsperiode,
am Ende des Jahres, ausgeschiittet. Die jahrlichen Zinsen sind konstant und belaufen sich auf 0,05 -
20000 EUR = 1000EUR. Es ist das Risiko (Value at Risk) bei einer Haltedauer von 10 Tagen und
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% zu berechnen. Jede der Zinszahlungen ist mit den Nullkupon-
Abzinsfaktoren abzuzinsen, ebenso der Nominalbetrag N, der am Ende der Laufzeit zuriickgezahlt wird:
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Wo(Z1) = Z1 - Gioe1y = 1000 - 0,9714 = 971, 44
BWo(Zs) = Za - G(oe2) = 1000 - 0,9262 = 926, 22
Wo(Z3) = Z3 - Gios) = 1000 - 0,8750 = 875,00

) = N - G(o_ay = 20000 - 0,8750 = 17500, 00

Die Barwerte jeder Zahlung sind zu addieren:

BWO = BW()(Zl) + BW()(ZQ) + BW(](ZJ) + BVV()(K()) =
= 971,40 + 926, 20 + 875, 00 + 17500 = 20272, 66

Der Barwert BW,, der mit Hilfe der Nullkuponzinssiatze berechnet wurde, betragt 20272,66 EUR. Das
entspricht folgendem Vorgehen:

Die Preisfunktion hat den Wert:
3
P(t=0)=—Ko+ BWy = Ko+ Z Zt - qoet) — Ko - qoes)

t=1
P(t =0) = —20000, 00 + 971,40 + 926, 20 + 875,00 + 17500 = —20200, 00 + 20272, 66 = 72,66

Die Formel zur Berechnung des Value at Risk lautet nun:

Var(t,p) = VA TSA* - VAL- F7H(1 - p)

Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist identisch der im Unterabschnitt 3.2.1 genutzten Matrix. Neu zu
berechnen sind die Sensitivitéiten:

Af =P, e (to)

AT =Pl doen(te) = Z - doe(to) = 1000 -0,9714 = 971,40

Ay =Pl does(to) = Z - dioez)(to) = 1000 - 0,9262 = 926,20

A5 =Pl does(te) = (Z+ Ko) - does(fo) = (1000 +20000) - 0,8750 = 18375, 00

971,40
A = 926, 20 ’A*T:( 971,40 926,20 18375, 00 )
18375, 00

Nun kann das VaR(10,99%) berechnet werden:

0,000022 0,000005 0,000006 ) ( 971, 40

VaR(10, 99%) = ( 971,40 926,20 18375, 00 ) 0,000005  0,000024  0,000008 926, 20 .VI0- F~1(0,01) = —735, 32
0,000006  0,000008  0,000028 18375, 00

Der maximal mogliche Verlust bei einer Haltedauer von 10 Tagen und einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 99% betragt 735,32 EUR.
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3.5.2 Risiko von variabel verzinsliche Anleihen

Wie im Abschnitt 2.9 beschrieben, werden zur Barwertberechnung die nicht bekannten Zinsen aus
der Nullkupon-Zinskurve abgeleitet. In der Regel setzten sich die variablen Zinssatze ¢;_1 aus einem
Referenzzinssatz i,c5¢—1 und einem Aufschlag A;_; zusammen. Daraus werden die Zinsen Z;(i;_1)
berechnet:

U1 = lpefi—1 + D1
Z(ig—1) = N - 41

Die Berechnung des Barwertes vereinfacht sich, wenn angenommen wird, dass der Aufschlag A; gleich
Null ist. Der Barwert hat dann den Wert N und ist damit risikofrei. Die Preisfunktion - unter der
Voraussetzung, dass der Nominalwert der Anleihe gleich dem Ausgabepreis ist hat dann den Wert Null.
In anderen Fall ist der Nominalwert durch den Ausgabepreis zu ersetzen.

BW, =N
Po=N-BWy=0

bzw.

Py=Ky—BWy=Ky— N

Anders verhélt es sich, wenn A; # 0. Die Zinsertrige, die durch den Aufschlag von A erzielt werden,
sind zu diskontieren und danach zu addieren. Als Risikofaktoren treten nun die Abzinsfaktoren (o) auf:

T
Z A Q(Oet)
t=1

Die Preisfunktion lautet:

T
Py=Ko—BWy=Ko—N—> Aoy

t=1

Sowohl K als auch N sind risikolos. Es ist lediglich das Risiko der Zinsertrige, die auf Grund des
Zinsaufschlages A entstanden sind, zu berechnen.

Beispiel aus Unterabschnitt 3.5.2

Wie im Unterabschnitt 3.5.2 beschrieben, gehen wir bei der Risikoberechnung schrittweise vor. Wird
vorausgesetzt, dass der Zinsaufschlag A gleich 0 ist, tritt kein Risiko auf. Erst durch den Zinsaufschlag
A entsteht ein Zinsdnderungsrisiko, das zu berechnen ist.
Fiir die Zahlungsstrome, die aus den Aufschlag resultieren, sind die zukiinftigen Nullkuponzinssatze
heranzuziehen. Es ergeben sich folgende Zahlungsstrome:

AN =50 AN =50 AN =50 AN =50
{ 1 + 1l
0 1 2 3 T=4

Alle zukiinftigen Zinssétze fiir die weiteren Berechnungen des Zinsdnderungsrisiko relevant sind, werden
in der folgenden Tabelle dargestellt. Sie wurden dem Unterabschnitt 3.5.2 entnommen
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1 2 3 4
0] 0,0294 | 0,0391 | 0,0455 | 0,0489

Die zugehorigen Abzinsfaktoren lauten:

1 2 3 4
00,9714 | 0,9262 | 0,8750 | 0,8262

Auch diese stammen aus dem Unterabschnitt 3.5.2.

Es kénnen nun die Teilbarwerte fiir die Zinsertrige aus den Aufschlag A berechnet werden:

BWo(Ar) = A+ N - o) = 0,005 - 10000 - oy =
=50 - Go++)
t=1,2,3,4

Die Teilbarwerte sind zu addieren, um den Barwert aller Zinsertrdge aus dem Aufschlag A zu erhalten

T T
Z A- d(o1t) = A Z d(0+t) =
t=1 t=1

50 - (0,9714 + 0,9262 + 0, 8750 + 0, 8262) = 50 - 3, 5988 = 179,94

Der Barwert aller Zinsertrige aus dem Aufschlag A betrigt 179.94 EUR. .

Die Preisfunktion aller Zinsertrége aus dem Aufschlag A lautet:

4
P(t=0,0)=> Aoy =179,94

t=1

Berechnung des Value at Risk aller Zinsertrége aus dem Aufschlag A erfolgt mit der bekannten Formel
der Varianz-Kovarianz-Methode:

Var(t,p) = VA TYA* - VAt - F~H(1 - p)

Die Risikofaktoren sind die Abzinsfaktoren o) (to) zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Varianz-Kovarianz-
Matrix ist identisch der im Unterabschnitt 3.2.1 genutzten Matrix (einem Beispiel mit einer Laufzeit wie
hier von 4 Jahren). Neu zu berechnen sind die Sensitivitdten fiir unsere Preisfunktion:

Ay = Pé(m_,,) “ (o) (to)

—50-0,9714 — 48,57
=50-0,9262 = 46, 31
— 50-0,8750 = 43,75
=50-0,8262 = 41, 31

/
AT = P@<051) “G(o+1) (o

£ /
AS = Pq(m_m “q(02) y(to

/
A§ - P@(0e3) ’ q(0<_3) to

)
)
)
)

AL =P, Ao (to ) (to
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Es koénnen nun die Vektoren der Sensitivitdaten gebildet werden.

48,57
A* 46,31 AT 48,57 46,31 43,75 41,31
= 43’75 5 = ( ) ) ) ) )

41,31

Das VaR(10,99%) kann durch die bekannte Formel der Varianz-Kovarianz-Methode berechnet werden:

Var(t,p) = VA*TSA* . VAL F~1(1 - p)

0,000022  0,000005  0,000006  0,000007 48, 57
s 57 4631 as7s 41 0,000005  0,000024  0,000008  0,000005 46, 31 L
%) = s , s . V10 - F— =
VaR(10,99%) = |( ' ) 0,000006  0,000008  0,000028  0,000003 43,75 10 - F7(0,01)
0,000007  0,000005  0,000003  0,000030 41,31
= —4,33

Das Risiko betragt 4,33 EUR.

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.
Floater sind Instrumente mit einem vergleichbar geringen Risiko.

3.6 Risiko von Forward Rate Agreements - Zinstermingeschafte

Die Bestimmung des Barwertes eines Forward Rate Agreements wurde ausfithrlich im Abschnitt 2.4
beschrieben. Hier soll das Risiko dieses Finanzproduktes am Tag des Vertragsabschlusses ¢ty berechnet
werden. Stellen wir noch einmal die grundsétzlichen Bedingungen zur Realisierung des Finanzproduktes
dar:

Es wird zum Zeitpunkt ¢, eine Vereinbarung iiber den FRA-Zinssatzes ipga(t1 — 7)) und die Hohe
des Nominalwertes N getroffen. Gleichzeitig wird der Beginn und das Ende der Vorlaufzeit und der
FRA-Zinsperiode festgelegt. Ein Kapitalaustausch findet nicht statt. Im Zeitpunkt ¢; erfolgt das Fixing
des Referenzzinssatzes (ipgp(t1 — T)). Zum Zeitpunkt 7" werden die Zinsen fiir jede Vertragspartei
berechnet und eine Ausgleichszahlung A7 berechnet. Die Ausgleichszahlung wird in der Regel zum
Zeitpunkt t; vorgenommen. Dazu ist es notig, den fiir den Zeitpunkt T berechneten Betrag auf den

Zeitpunkt t1 abzuzinsen. Zum Abzinsen verwendet man Abzinsfaktoren — 1 —, die auf dem
1+ZREF(t1—>T)~ 3601

Referenzzinssatz iggpr(t; — 1) basieren.

Ausgangspunkt der Uberlegung ist die Preisfunktion eines FRA (Formel (2.18)):

1
PWto =N N ti—to
1 +iguriBor(to — t1) - %55
' 1
—N-(1+4ipra(ti = T))- Tt

L +iguriBor(to = T) - =55

Die Grofien Nominalwert N und FRA-Zinssatz ipga(t; — T') im der Preisfunktion sind gegebene Grofien,
die nicht als Risikofaktoren in Betracht u ziehen sind, die Referenzzinsséatze resp. die daraus abgeleiteten
Abzinsfaktoren sind als marktrisikobehaftete Gréflen zu berticksichtigen:
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qAEURIBOR(tO(ftl) =

EURIBOR(to+T) =

A~ =

1+ iguriBor(to — t1) - %58
1
X T—to
1 +ipurior(to = T) - 355

Hifig findet man langfristige Reihen der Zinsentwicklung des EURIBOR. igyrripor(0 — 6), wobei 6
die Laufzeit in Monaten bzw. Wochen des EURIBOR angeben. 3. Sollten die Laufzeiten nicht den
standardisierten Werten entsprechen, sind spezielle Verfahren zur Interpolation zu verwenden.

Im Beispiel aus dem Abschnitt 2.4 hat die Preisfunktion folgende konkrete Form:

PW, = N

1

90

"1+iguripor(0 — 3) 360
—N-(1+ipra(3—9))-

1

1+ igvriBor(0 = 9)

270
360

PWy = N - GeuriBoro«s3) — N - (L +irra(3 = 9)) - deurIBOR(0<9)

Damit benétigen wir zu Risikoberechnung die Varianzen bzw. Kovarianzen fiir die beiden Risikofaktoren:

qEURIBOR(0+3) =

EURIBOR(0+9) =

1

1+ irgvriBor(0 — 3)

1

1+igurrBor(0 = 9)

90
360

270
360

Die Varianzen bzw. die Kovarianz lassen sich aus den langfristigen Zeitreihen der Zinsentwicklung

berechnen Sie lauten:

Abzinsfakt. EURIBOR (0 « 3)

Abzinsfakt. EURIBOR (0 + 9)

p)
g7 . a
(dEURIBOR(0+3)/dBURIBOR(0+9))

Risikofaktor Bezeichnung Mittelwert Varianz Standardabweichungen
Wachstumstempo der dEURIBOR(0+3) | # = 0,000000 % =0,000005 | o = 0,002236

Abzinsfaktoren des EURIBOR

Laufzeit in Mon. (0 < 3)

Wachstumstempo der dEURIBOR(0+9) | # = 0,000000 a? =0,000008 | o = 0,002828

Abzinsfaktoren des EURIBOR

Laufzeit in Mon. (0 < 9)

Risikofaktor 1 Risikofaktor 2 Bezeichnung Kovarianz
Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2 = 0,000004

Die daraus resultierende Varianz-Kovarianz-Matrix und die Korrelationsmatrix lauten:

N

0,000004 0,000008

0,000005 0,000004 ) (

1
0,632455

1

0,632455 )

Aus der Preisfunktion und den Risikofaktoren konnen nun die Sensitivitdten berechnet werden. Die
Abzinsfaktoren wurden bereits im ?77?:

A: - Pé(m—t) ’ q(0<—t) (to)

AT =Pl nisonoes *4BURIBOR(0«3)(to) = N - dpuRrIBoR(0+3) = 1000000 - 0,995025 = 995025

/

A5 =P miponoes - AEURIBOR(0<9)(t0) =
= N (1+ippa(3 = 9)) - duurrBores) = 1000000 - (1 + 0,0348) - 0,977995 = —979126, 61

Der Vektor der Senisitivitdten kann nun gebildet werden:

3{iblich sind Laufzeiten von 1 Woche und 1,3,6,12 Monaten)
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) ( 995025, 00

— AT — ( 995025,00 —979126,61 )
—979126,61 |’

Das VaR(1,99%) kann durch die bekannte Formel der Varianz-Kovarianz-Methode berechnet werden:

Var(t,p) = VA*TSA* - V/At- F7H(1 - p)

0,000005  0,000004 995025, 00
VaR(10,99%) = ( 995025,00 —979126, 61 )

. B
0,000004  0,000008 —979126, 61 )'ﬁ'F (0,01) =

= —5110,47

Das Risiko betrégt -5110,47 EUR.

Auf die Berechnung mit Hilfe der Korrelationsmatrix wird verzichtet, das Ergebnis ist nahezu dasselbe.

3.7 Risiko von Zinsswaps

3.7.1 Plain Vanilla Swaps

Ausgangspunkt der Risikoberechnung ist die Preisfunktion des Plain Vanilla Swaps. Wir betrachten
einen Payer Swap, d.h. man zahlt feste Zinsen und erhélt variable Zinsen. Es wird zum Zeitpunkt ¢y eine
Vereinbarung iiber den Swapinssatzes igyw 4p und die Héhe des Nominalwertes N getroffen. Im Zeitpunkt
to erfolgt das erste Fixing des Referenzzinssatzes (irgr(to — t1)) und es erfolgen am Ende der Zinsperiode
t; die ersten Zinszahlungen. Zum Zeitpunkt ¢; wird wiederum der Referenzzinssatz gefixt (irpp(t1 — t2))
und am Ende der zweiten Zinsperiode die Zinszahlungen durchgefiihrt. Die letzte Zinsperiode dauert
vom Zeitpunkt 7' — 1 bis zum Zeitpunkt 7', der gefixte Referenzzinssatz (irpp(T —1 — T)) bestimmt
die letzten Zinszahlungen zum Zeitpunkt T'.

In der nachfolgenden Grafiken sind die Zinszahlungen eines Plain Vanilla Swaps dargestellt:

fix. Zinszahlung  fir.Zinszahlung fix. Zinszahlung  fix.Zinszahlung
3 \J 1
to t1 to T-1 T
T T T
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2. Fixing 3.Fizing letzt.Fixing

Der Barwert zum Bewertungstag ¢y = 0 eines Plain Vanilla Swaps erfolgt mit Hilfe der Preisfunktion.
die beide Bestandteile des Swaps vereinigt. Der Barwert der Festzinsseite BWy(Zy;;) entspricht dem
Barwert einer festverzinslichen Anlage. Der Barwert der variablen Seite BWy(Z,4,) folgt der Bewertung
eines Floaters (FRN).

PO = BWO - BWo(Zflz) + BWO(Zvar)
T-1

BWo(Zgiz) = N - (iswap) Z “Go—j) + N - (1 +iswapr) - Gooer)
j=1

!

—1
BWO(Zvar) =N- (ireal(j -1— ])) : Q(O<—j) +N- (1 + iTeal(T -1— T)) . Q(O « T)
1

<.
I
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Wenn der reale Zinssatz (Referenzzinssatz) der gleichen Zinskurve wie die Abzinsfaktoren entspringt und
der Referenzzinssatz keinen Aufschlag A enthélt gilt nach Abschnitt 2.9:

BWO(ZUIIT) =N
T-1
Py =N - (iswap) Z Goej) + N - (I +iswar) Goer) — N
=1

Risikofaktoren sind die Abzinsfaktoren G jy, j =1,2,...¢,...T.
Beispiel aus dem vorangegangenen Abschnitt:

Es ist das Risiko eines Swap berechnet, deren Zinsperioden genau ein Jahr betragen. Die Laufzeit des
Swaps sei 3 Jahre. Es handelt sich um einen Payer-Swap, d.h. man zahlt feste Zinsen und erhélt variable
Zinsen. Der Nominalwert des Swaps betragt 100000 EUR. Der vereinbarte Festzinssatz betrage 5%. Als
Referenzzinssatz wird der Zinssatz der Nullkupon-Zinskurve gewahlt. Die nachfolgende Grafik zeigt die
entsprechenden Zahlungen:

fixeZinszahlung fixzeZinszahlung fireZinszahlung
3 1 3
0 1 2 3
T T T
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2. Fixing letzt.Fixing

Zur Berechnung des Barwertes ziehen wir die Nullkuponzinssatze aus dem Unterabschnitt 1.5.2 heran.

Restlaufzeit | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
1 Jahr 0,0294 0,9714
2 Jahre 0,0391 0,9262
3 Jahre 0,0455 0,8750

Die Zinsen der Festzinsseite werden mit Hilfe des Nominalweres und dem Festzinssatz (Swapsatz) berechnet:

Ziz = N -igwap = 100000 - 0,05 = 5000

Die Festzinsen betragen fiir jede der Zinsperioden 5000 EUR .

Um die variable Seite fiir das 2. und 3. Fixing zu berechnen benétigen wir die zukiinftigen Zinssétze.
Fiir das erste Fixing (bzw. fiir die erste Zinsperiode) sind ist der variable Zinssatz bekannt und betrigt
2,94%. (vgl. dazu Abschnitt 2.9):

1 2 3
0 | 0,0294 | 0,0391 | 0,0455

1 0,0489 | 0,0536
2 0,0585
Damit gilt:
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—~

tj = tj+1)
0 — 1) = 100000 - 0,0294 = 2940
Z12war) = N -irpr(l = 2) = 100000 - 0,0489 = 4890

iREF 2 — 3)

Zit; ;41 war) = N - iREF

—~

Z©,1,var) = N - iREF

—

Z@23,var) = N - = 100000 - 0, 0585 = 5850

3.7.2 Forward Swaps

Ein Forward-Swap unterscheidet sich vom Plain Vanilla Swap dadurch, dass der eigentliche Swap erst
nach einer Vorlaufzeit beginnt. In der nachfolgenden Grafik ist noch einmal die Periodisierung eines
Forwardswaps dargestellt:

fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung fix.Zinszahlung
Vorlaufzeit \ 4
tIO t=1 t; T I— 1 1"’
T T
var.Zinszahlung var.Zinszahlung var.Zinszahlung
1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Die Risikoberechnung ist analog zum Vorgehen beim Plain Vanilla Swap vorzunehmen. Es ist nur zu

beachten, dass in der Vorlaufzeit keine Zinszahlungen anfallen. Betrachten wir nun das Beispiel aus dem
Abschnitt 2.7:

Beispiel:

Es wird das Risiko eines Forward-Swap berechnet, deren Zinsperioden genau ein Jahr betragen, auch
die Vorlaufzeit ist ganzjahrig (hier 1 Jahr). Die Laufzeit des Swaps betrage 4 Jahre (inklusive der
Vorlaufzeit). Es handelt sich um einen Payer-Swap, d.h. man zahlt feste Zinsen und erhélt variable
Zinsen. Der Nominalwert des Swaps betrigt 10000 EUR. Der vereinbarte Festzinssatz (der Swapsatz)
betrage wiederum 4, 83%. Als Referenzzinssatz wird die Nullkupon-Zinskurve gewahlt. Die nachfolgende
Grafik zeigt die entsprechenden Zahlungen:

fixeZinszahlung fizeZinszahlung fixeZinszahlung

Vorlaufzeit { i) {
0 1 2 3 s
) T )

var.Zinszahlung wvar.Zinszahlung wvar.Zinszahlung

1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Oder mit dem konkreten Zinszahlungen:
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Vorlaufzeit { i) {
0 i > 3 i
) T )

Z(1,2,var) = 489 Z(2,3,va7") = 585 Z(3,4,var) =591

1.Fixing 2.Fixing letzt.Fixing

Zur Berechnung des Barwertes ziehen wir die Nullkuponzinssétze aus dem Unterabschnitt 1.5.2 bzw. aus
dem vorherigen Unterabschnitt 3.7.1 heran. Wie bei einem Plain-Vanilla-Swap benétigen wir auch die
Nullkuponzinssétze und Abzinsfaktoren diesmal mit einer Restlaufzeit von 2-4 Jahren.

Im ersten Schritt wird der Barwert des Festzinsbonds (Zinsen + Riickzahlung des Nominalwertes
berechnet:

BWo,fiz = N - (iswap - §oes2) + iswaP - G03) T iswAP - §o—a) + G0a)) =
= 10000 - (0,0483 - 0,9262 + 0,0483 - 0,8750 + 0,0483 - 0, 8262 + 0, 8262) =
= 447,35 4 422,63 + 399, 05 + 8262 = 9531, 03

Im zweiten Schritt der Barwert des entsprechenden Floaters: 4

1(1-52) +i(2~>3) +i(3—)4) . 1

BWO,var =N- (
q(0—2) q(0—3) q(0—4) d(0—4)

Analog zum vorherigen Beispiel nehmen wir folgende Transformationen vor:

i(152)
q(0—2)
l(253) i(253) _ qiess —1
4(0—3) B qd(0—2) " 4(2—3) B q(0—2) " 4(2-3) B
1 1 1 1
B q4(0—2) q(0—2) * 4(2—3) B q(0—2) q(0—3)
i(354) _ i(3-54) _ 44 — 1 _
q(0—4) B 4(0—2) "~ 4(2—3) " 4(3—4) B q(0—2) " 4(2—3) " 4(3—4) B
_ 1 1 1 1
B q(0—2) - 4(2—3) q(0—2) *4(2—3) " 4(3—4) B q(0—3) q(0—4)
1 1 1

q(0—4) B 4(0—2) 4(2—3) " 4(3—4) B q(0—4)

Alle Ausdriicke der Formel der Barwertberechnung werden nun entsprechend substituiert:

iaoy 11 1 Lot

BWO,var:N'( + -
q(0—2) 4(0—2) q(0—3) q4(0—3) q(0—4) q(0—4)

BWo oy = N - (1022 1
O,var — T -
q(0—2) q(0—2)

4sowohl Festzinsbonds als auch Floater haben die Besonderheit, dass die Zinszahlungen erst nach der Vorlaufzeit von
einem Jahr geleistet werden.
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Verallgemeinert gilt:

7 " 1
BWO,var = BWO,vaTN . ( (@)

qo—tx qd(0—tx)

Dabei bedeutet t* die Vorlaufzeit.

Nun ist zu beachten, dass die Nominalwerte nicht ausgetauscht werden. Deshalb missen die Barwerte
des Festzinsbonds und des Floaters korrigiert werden:

BWo,fie = N - (iswap - §oe2) + iswAaP * G0«3) + iswAP * §o—a) + G01)) =

) 1 1
BWO,var - N. (1(1—>2) + .

q0—2) 40—2) 40—4)

Nun kann das Risiko fiir den Forward Swap berechnet werden:

Die Preisfunktion lautet:

PO = BWO = BWForwaap,O(fZ'm) - BWForwaap,O(UaT) =
. i(1_>2) n 1 _ 1 ) _
q(0—2) q(0—2) q(0—4)

Py =BWy = N - (iswap - §o—2) + iswap - §o3) + iswap - §oea)) — N

Py =BWy =N - (iswap - §oe2) T iswap - §oes) +iswapr - Goea)) — N - (ia-2) - Goo2) + do—2) — G0—4))

Damit sind folgende Risikofaktoren zu beriicksichtigen: () fiir t = 2,3, 4.

(Po)gg sy =N - (iswap — i) + 1)
(Po)gy. s =N -iswap

(Po)ggy =N - (iswap — 1)

Die daraus abgeleiteten Sensitivitaten sind:

A = Pé(OH) o)t =0)

Aj = Pé(o(_Q) “Joe2)(t =0) = N - (iswap — i(1-2) + 1) - Gz (to) =
= 10000 - (0,0483 + 1) - 0,9262 = 9709, 35

A3 =Py, does)(t=0) =N -iswaprdoes(to) =
— 10000 - 0, 0483 - 0, 8370 — 404, 27

AL =P, _, doe(to) =N (iswap — 1) qoea(to) =
= 10000 - (0,0483 + 1) - 0, 8262 = 8661, 05

Es kénnen nun die Vektoren der Sensitivitdten gebildet werden.
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9709, 35
A* — | 404,27 ,‘A*T'::( 9709,35 404,27 8661,05 )
9709, 35

Das VaR 5 (10,99%) kann durch die bekannte Formel der Varianz-Kovarianz-Methode berechnet werden:

Var(t,p) = VAa*TsA* . VAL F-1(1 - p)

0,000008  0,000028  0,000003 9709, 35
VaR . (10,99%) = ( 9709,35 404,27 8661,05 ). [ 0,000005 0,000003 0,000030 404, 27 V10 F1(0,01) =
0,000005  0,000003  0,000030 8661, 05

= 535,18

Das Risiko des Swap bei einer Haltedauer von 10 Tagen betrigt 535,18 EUR.

3.8 Risiko von Wahrungsswaps

Wahrungsswaps sind ein Tauschgeschaft, bei den die Vertragspartner sich verpflichten, zu einem bestimmten
Zeitpunkt zwei Betrége in unterschiedlichen Wéahrungen inklusiv der angefallenen Zinsen auszutauschen.
Die Zinsen kénnen fix oder variabel sein und in einer Zahlung zum Riicktauschtermin oder wie bei einem
Swap iiblich, zu mehreren Zinsterminen stattfinden.

Betrachten wir zunéchst den einfachen Fall: die einzige Zinszahlungen erfolgen am Riicktauschtag der
Betrage:

Zinsen Wéhrung 2

Kapitalbetrag Wahrung 1 Kapitalbetrag Wahrung 2
3 \
to T
T T
Kapitalbetrag Wahrung 2 Kapitalbetrag Wahrung 1

Zinsen Wahrung 1

Bezeichnungen:

to Vertagsabschluss
T  Ende der Laufzeit

Der Barwert berechnet sich nun aus den abgezinsten Betrdgen der eingegangen Zahlungen (in Wahrung
1) und den geleisteten Zahlungen (in Wahrung 2) mit negativem Vorzeichen. Die abgezinsten Betrige
der geleisteten Zahlungen sind in Wahrung 1 (in die Heimatwihrung) umzurechnen. Dabei wird der
Wechselkurs zum Zeitpunkt ¢ = 0 genutzt (wko(1,2)=

BWo(1) = K3 (1) — K3(2) - who(1,2)

Dabei sind:
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mit
Zo(1) = Z1(1) - G1,0¢1)
Ko(1) = K(1) - 1,(0¢1)
Z0(2) = Z1(2) - 2,0 1)
Ko(2) = K(2) - ¢2,00-1)
und

BWoy(1) = Kj(1) — K;(2) - wko(1,2) =
= Ko(1) + Zo(1) — (Ko(2) + Z0(2)) - wko(1,2) =
(K1) + Z1(1)) - G, (0e-1) — (K1(2) + Z1(2)) - who(1,2) - G2,(04-1)
= (K(1)+ K(1)-i1(0 = 1)) - q1,0e-1) — (K(2) + K(2) - i2(0 = 1)) - wko(1,2) - §2,(01)

Daraus wird sichtbar, dass die Risikofaktoren die Abzinsfaktoren ;o 1) und gz (1) sind.

Der Barwert wird in Wahrung 1 ausgedriickt.

In analoger Weise kann der Barwert in Wahrung 2 berechnet werden:

BWo(2) = Kq(2) = Ko(1) - wko(2,1) =
= (K(2) + K(2) +i2(0 = 1)) - G2, (0-1) — (K(1) + K(1) - i1(0 = 1)) - wko(2,1) - G1(0e-1)

Beispiel 1 aus 77

Es wird im Jahr ¢y vereinbart 1000000 EUR (K (EUR)) zum aktuellen Wechselkurs wk;,(EUR,USD) =
0,84£585 gegen USD zu tauschen.® Damit erhélt der Zahler von 1000000 EUR 1190476,19 USD
(K(USD)). Nach Ablauf eines Jahres wird der erhaltene Dollarbetrag zum gleichen Wechselkurs wky(EUR,USD) =

0, 84% getauscht. Die Zinssétze (hier Nullkuponzinssitze) in jedem Wéahrungsraum betragen:

IEUR(to—1) = 0,04
tysp(to—1) = 0,05

Die Nullkuponzinsen mit einer Restlaufzeit von 1 Jahr sind:

Soder wki, (USD, EUR) = 1,19047619 %20 ~ 1,19Y38

6fiir 1 USD erhélt man 0,84 EUR bzw. fir 1 EUR erhilt man etwa 1,19 USD
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Wiéhrung | Nullkuponzinssatz | Abzinsfaktoren
EUR 0,0294 0,971439674
USD 0,035 0,966183575

Zum Vertragsende t = 1 erfolgt der Riicktausch der Kapitalbetrige zum vereinbarten Wechselkurs

wkr(EUR,USD) = 0, 845gg und der Zinsen . Die Vertragspartner verfiigen nun wieder iiber die

Kapitalbetréage in der jeweiligen Heimatwahrung, die - wie oben dargestellt - identisch mit den Kapitalbetrégen
zu Beginn des Tauschgeschéftes sind:

K,(USD) = 1190476,19 USD
K1 (EUR) = 1000000 EUR

Dariiber hinaus erhalten sie die aufgelaufen Zinsen in der gleichen Wahrung:

Z1(USD) = 59523,81 USD
Z(EUR) = 40000,00 EUR

Grafisch lassen sich die Finanzstrome des Beispiels 1 folgendermaflen darstellen:

Zinsen USD=59523,81 USD

Kapitalbetrag =1000000,00 EUR Kapitalbetrag =1190476,19 USD
3 }
(.) |
T T

Kapitalbetrag =1190476,19 USD Kapitalbetrag = 1000000,00 EUR

Zinsen EUR=40000,00

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in EUR bei Vertragsbeginn ergibt sich folgender Barwert:

BWy(EUR) = (K(EUR)+ K(EUR) -igur(0 — 1)) - 4euR,(0e1)—

(
— (K(USD) + K(USD) -iysp(0 = 1)) - wko(EUR,USD) - qusp(oc1) =
(
(

1000000 + 1000000 - 0,04) - 0, 971439674 — (1190476, 19 + 1190476, 19 - 0,05) x 0,84 - 0, 966183575 =
1000000 + 40000) - 0, 971439674 — (1190476, 19 + 59523, 81) - 0, 05) % 0,84 - 0, 966183575 =
= —4195,49 EUR

Auf der Grundlage der Barwertberechnung erfolgt nun die Bestimmung des Risikos. Risikofaktoren sind
die Abzinsfaktoren {rur,(1,«7) Und Gusp,(to«1) - Zur Risikoberechnung benétigt man die Varianz-
Kovarianz-Matrix und die Sensitivitéten:

(K(EUR)+ K(EUR) -igur(0 = 1)) - deuR,(01) =

= (1000000 + 1000000 - 0,04) - 0,971439674 = 1010297, 26

vsp = (K(USD) + K(USD) -iysp(0 — 1)) - wko(EUR,USD) - qusp(oe1) =
= (1190476, 19 4+ 1190476,19 - 0,05) % 0,84 - 0,966183575 = 1014492, 75

E‘UR_

Die Vektoren der Sensitivitaten lauten:
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. 1010297, 2
~ | 1014492, 75

>7A*T - ( 1010297,2 1014492, 75 )
Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist (vgl. dazu Abschnitt 4.1):

0,000009  0,000005
~ | 0,000005 0,000040

daraus kann nun das Risiko berechnet werden:

Var(t,p) = VA*TSA* - VAt - F~H(1 - p)

0,000005 0,000040 1014492,75

0,000009  0,000005 1010297, 2
VaRyar(1,99%) = (1010297,2 1014492, 75 ) .

)-\/E-Fl(o,(n):

= —12855, 46

Das Risiko betragt 12855,46 EUR.

Soll zugelassen werden, dass der Kapitalbetrag von 1000000 EUR am Laufzeitende nicht zum Wechselkurs
wko(EUR,USD) = 0,84 sondern zum Wechselkurs wki(EUR,USD) = 0,88 zuriick getauscht werden,
miissen die Sensitivitaten angepasst werden. Der zuriick zu tauschende Kapitalbetrag in USD lautet nun

Ky (USD) = K\(EUR) - wky(EUR,USD) = K(EUR) - wky (EUR,USD) = 1000000 - 5L = 1000000

1,13636364 = 1136363, 64. Auch die aufgelaufene Zinsen werden zum Wechselkurs wk; (EUR,USD) =
1,13636364 getauscht.

K (EUR) = Ko(EUR) + Zo(EUR) = (K,(EUR) + Z1(EUR)) - gug,(0-1) = 1040000 - 0,9714 = 1010297, 26
K3(USD) = Ko(USD) + Zo(USD) = (K\(USD) + Z1(USD)) - usp.(0c1) = 1195887,45 - 0,9662 = 1155466, 81

Daraus lassen sich die Barwerte berechnen:

BWo(EUR) = (Ko(EUR) + Ko(EUR) -igur(0 — 1)) - 4eur,01)—
— (Ko(USD) + Ko(USD) - iysp(0 — 1)) - wko(EUR,USD) - Gusp(oe1) =
= Ko(EUR) — Kg(USD) - wko(EUR,USD) =
EUR

=1010297,26 EUR — 1155446,81 USD - 0,84 Ush — 39721,94 EUR

Aus Sicht des Zahlers des Kapitalbetrages in EUR bei Vertragsbeginn ergibt sich ein Barwert von 39721,94
EUR.
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Apyr = (Ko(EUR) + Ko(EUR) - igur(0 = 1)) - deur,(0-1) =
= (1000000 + 1000000 - 0,04) - 0,971439674 = 1010297, 26
?JSD = (KO(USD) + KO(USD) 'iUSD(O — 1)) . ’LU]{J()(EUR, USD) . CjUSD(Oel) =
= (1136363, 64 + 1190476, 19 - 0,05) x 0,84 - 0,966183575 = 970.575, 32

Die Vektoren der Sensitivitaten lauten:

( 1010297, 26

AT — ( 1010297,26 970.575, 32 )
970.575,32 | °

und

Var(t,p) = VA*TSA* - V/At - F~H(1 - p)

0,000005 0,000040 970.575, 32

0,000009 0,000005 1010297, 26
VaRoar(1,99%) = ( 1010297,2  970.575, 32 ) : .

= —35096, 31

Das Risiko betréagt bei einer Haltedauer von 10 Tagen 35096,31 EUR.

Es werden nun die Risiken im Falle von mehren Zinszahlungen betrachtet. Wir beschranken uns hier auf
den Fall fester Zinszahlungen in beiden Wahrungen:

Zi(1) = Ko(1) - ifiz(1)
Zj(2) = Ko(2) - ifiz(2)
j=1,2,..T

Die abgezinsten Zahlungen beider Vertragsseiten betragen:

T-1
Ki(1) = Z Zi(1) - G1,(0e—j) + (Ko(1) + Z7(1)) - G10e-1)
j=1

T-1
K;(2) = Z Zj(2)  G2,(0e—j) + (Ko(2) + Z7(2)) - d2.0e-1)
=

Es kann nun der Barwert des Gesamtgeschéftes aus der Sicht des Vertragspartners mit der Heimatwéhrung
1 berechnet werden. Die ausgehenden Zahlungen erfolgen in Fremdwéihrung und sind identisch mit den
ausgehenden Zahlungen der jeweils andere Vertragsseite. Folglich sind die Grofien K((1) in die andere
Wahrung mit Hilfe der Wechselkurse zum Zeitpunkt ¢ = 0 umzurechnen.

K30(1) = Kq(2) - wko(1,2)
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Der Barwert fiir die Wahrung 1 berechnet sich nun aus den abgezinsten Betrigen der eingegangen
Zahlungen (in Wahrung 1) und den geleisteten Zahlungen (in Wahrung 2) mit negativem Vorzeichen. Die
abgezinsten Betrige der geleisteten Zahlungen sind in Wéahrung 1 (in die Heimatwéhrung) umzurechnen.
Dabei wird der Wechselkurs zum Zeitpunkt ¢ = 0 genutzt (wko(1,2)=;

BWo(1) = Kj(1) — K3 o(1) = Kg(1) — Kg(2) - wko(1,2)
T-1
= Zi(1) - G1,(0¢—5) + (Ko(1) + Z7(1)) - G101y~
i=1
T—1

I
—~

Z;(2) - Ga,(0~5) + (Ko(2) + Z7(2)) - G2,01)) - wko(1,2)
1

J

Es wird nun deutlich, dass Risikofaktoren die Abzinsfaktoren ¢ (0. j) und gz 0j) fiir j = 1,2,...,T.

Aus Sicht des Vertragspartners mit Heimatwéhrung 2 lautet der Barwert:

BWo(2) = Kq(2) = K7 (2) = Ky(2) = Kg(1) - wko(2,1)

Beispiel 2 aus 77

Es wird im Jahr ¢ = 0 vereinbart 1000000 EUR zum aktuellen Wechselkurs wko(EUR,USD) = 0, 84%”;

gegen USD zu tauschen. Damit erhélt der Zahler von 1000000 EUR 1190476,19 USD. Nach Ablauf zweier
Jahre wird der erhaltene Dollarbetrag zum gleichen Wechselkurs wko(EUR,USD) = 0, 84% wieder
zuriickgetauscht. Es existieren zwei Zinszahlungstermin ¢ = 1 und ¢ = 2.

Wir beschrianken uns auf den Fall fixed/fixed, d.h. bei Seiten zahlen feste Zinsen.

Hinsichtlich der Zinsen wird vereinbart: Der Dollarbetrag wird zum festen Jahreszinssatz von 5,0%
verzinst, die Zinsen in USD werden an den urspriinglichen Besitzer des Dollarbetrages ausgezahlt. Der
EUR-Betrag wird ebenfalls zum festen Jahreszins von 4,0% verzinst und an den urspriinglichen EURO-
Besitzer zu den Zinsterminen in EUR ausgezahlt.

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gelten folgende Marktbedingungen:

itia(BUR) = 0,04

i (USD) = 0,05
wko(EUR,USD) = 0,84 251
IBUR,real(0—1) = 0,0294
GEURO0«1) = 0,9714
IEUR,real(0—2) = 0,0391
dEUR(0—2) = 0,9262
tUSD,real(0—1) = 0,035
qusp(o«1) = 0,9662
tUSD,real(0—2) = 0,04
qusp(0+2) = 0,9246

Zur Berechnung des Risikos werden zusétzlich die Varianzen und Kovarianzen der Risikofaktoren ( der
Abzinsfaktoren ¢ry g, (0j;) und qusp,o«j) fiir j = 1,2 benétigt. Die Varianzen und Kovarianzen sind in
der nachfolgende Tabelle zusammengestellt(vgl. dazu Abschnitt 4.1):
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JEUR,(01) | 4EUR,(0<2) | qUsD,(0<1) | qUSD,(0<2)
GEUR0c1) | 0,000009 | 0,000005 | 0,000005 | 0,000008
dBUR (0c2) | 0,000005 | 0,000040 | 0,000006 | 0,000012
dusp o1y | 0,000005 | 0,000006 | 0,000024 | 0,000010
Gusp.(ocz) | 0,000008 | 0,000012 | 0,000010 | 0,000028

Die Varianz-Kovarianz-Matrix ist:

0,000009 0,000005 0,000005 0,000008
0,000005 0,000040 0,000006 0,000012
0,000005 0,000006 0,000024 0,000010
0,000008 0,000012 0,000010 0,000028

Zunéichst werden die Zinsen berechnet:

1. USD:

Zio(USD) = Ko(USD) - i i (USD)
Zix(USD) = 1190476,19 - 0,05 = 59523, 81

2. EUR:

Z;in(EUR) = Ko(EUR) - i;(EUR)
Zpio(EUR) = 1000000, 00 - 0,04 = 40000, 00

Das Zahlungsprofil ist in der nachfolgenden Grafik abgebildet:

Ko(USD) = 1190476 Ko(USD) = 1190476
Zi(USD) = 59523, 81 Zi(USD) = 59523, 81
T ! d
0 I 2
{ T 0
Z(0,1)(EUR) = 40000 Z(1,9)(EUR) = 40000
Ko(EUR) = 1000000 Ko(BEUR) = 1000000

Der Barwert fiir die Vertragsseite mit Heimatwéhrung EUR lautet:

BWy(EUR) = Z1(EUR) “JEUR,(0+1) T (Ko(EUR) + Z3(EUR)) “JEUR,(0<2)—
—(Z1(USD) - qusp,(0e1) + (Ko(USD) + Z2(USD)) - qusp(ocz)) - wko(USD, EUR) =
= 40000 - 0,9714 + (1000000 + 40000) - 0,9262—
— (59523,81 - 0,9662 + (1190476, 19 + 59523, 81) - 0,9246) - 0,84 = —17036,00 EUR

Fiir den Barwert mit Heimatwahrung USD gilt BW,(USD) = 20280, 95 USD bzw. umgerechnet in EUR
17036,00 EUR.
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Die Sensitivitaten lauten:

Adorioer, = Z1(EUR) - Gpur,(0e1) =
= 40000 - 0,9714 = 38856, 00

Adorioes = HKo(EUR) + Z2(EUR)) - {pur,(0+2) =
= (1000000 + 40000) - 0,9262 = 963248, 00
Advspoen = —(Z1(USD) - qusp,0«1)) - wko(USD, EUR) =
— —59523,81 - 0,9662 - 0,84 = —48310, 00
ASUSD,(W—Z) = _(KO(USD) + ZQ(USD)) ’ (jUSD(Oe2) : ka(USD, EUR) =

= —(1190476, 19 + 59523, 81) - 0,9246 - 0,84 = —970830, 00

Die Vektoren der Sensitivitaten lauten:

38856, 00
963248, 00

A* — AT — ( 38856,00 963248,00 —48310,00 —970830,00 )
—48310,00 |’

—970830, 00

Es kann nun das Risiko des Geschaftes mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% und einer Haltedauer
von einem Tag berechnet werden:

Var(t,p) = VA*TSA* . VAL F 11 - p)

0,000009  0,000005 0,000005 0,000008 38856, 00
38856, 00 963948, 00 48310, 00 070830, 00 0,000005  0,000040  0,000006 0,000012 963248, 00
= 56, ) —48310, - , .
VaRyar(1,99%) = ( ) 0,000005  0,000006 0,000024 0,000010 —48310, 00
0,000008  0,000012  0,000010 0, 000028 —970830, 00
-V1-F~1(0,01) = —14943, 36

Das Risiko bei einer Haltedauer von einem Tag und einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% betragt
14943,36 EUR. Bei einer Haltedauer von 10 Tagen erhoht sich das Risiko auf -47255,06 EUR

3.9 Risiko von Goldswaps

Ausgangspunkt fiir die Risikoberechnung sind die im Abschnitt 2.6 formulierte Darstellung der Preisfunktionen
Pt :

0*

Pto (W].) = th(W]-) - BWto (W].)
bzw.

P, (W2) = K, (W1) - wky,(W2/W1) — BW,, (W2)

Zunachst erfolgt die Berechnung des Risikos, wenn der Barwert in der Wahrung W1 bestimmt wird:

1
P,(W1)=G-P,,(GOLD,W1)— Ky (W1)-(1+ir—s)-
to( ) to( ) ) to( ) ( + Z%) 1+ iREAL,Wl(tO N T)

= G . PtO(GOLD,Wl) - KtO(Wl) . (1 + ’L%) *dqREAL
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Dabei sind:

G Goldvolumen

P,,(GOLD,W1) Goldpreis in Wahrung W1

K, (W1) Gegenwert fiir das Goldvolumen in Wahrung W1 zum Zeitpunkt t = ¢
1T—tg unterjahriger Zinssatz zur Berechnung der Zinsen

360
im Vertragszeitraum [to, T
1

iT;GSQ TFmparwiGoT) — (REAL Abzinsfaktor fiir den Vertragszeitraum [to, T

Es wird deutlich, dass ausschliellich der Abzinsfaktor grpar, = ITt0 " T witheST) als Risikofaktor
anzusehen ist. Zur Risikoberechnung wird die Varianz des Wachstumstempo des Abzinsfaktors qrgar
bendtigt.

Die Sensitivitat Aj, -~ kann folgendermafien berechnet werden:

Agrpar = Pt/o(W]‘) qreAL(to) = — K, (W1) - (1 + i%) ~qreAL(to)

Daraus ergibt sich ein Risiko bei einer Haltedauer von t Tagen und einer Irrtumswahrscheinlichleit von

p%:

VaRp(tg,p) = AF N TRRVIN R

qREAL norm (p)

Beispiel 2 aus ?7:

Zum Zeitpunkt ¢ = to wird ein Goldvolumen von 5000 Unzen zum aktuellen Goldpreis P,,(GOLD, EUR) =
1495, 20% getauscht. Am Ende des Vertragszeitraumes nach einem Monat hat der urspriingliche

Besitzer des Goldes den Betrag von K;, = G - P,,(GOLD, EUR) = 5000 - 1495, 20 = 7476000 EUR und
die aufgelaufenen Zinsen K, - ir—+ ) bei einem j&hrlichen Nominalzinssatz von ¢ = 0,0275 zu zahlen
360

(Z = 7476000 - 0’22275 = 17132,50). Der gesamte Riickzahlungsbetrag betragt:

Kr(EUR) = Ky, (EUR) - (1 + i1 ) = 7476000 - (1 +

360

0,0275
1 ) = 7493132, 50

Die Finanzstrome aus der Sicht der Zentralbank sind in der folgenden Grafik dargestellt:

Zinsen von 17132,50 EUR +
Gegenwert fiir Gold: 7476000 EUR =

Erhalten von 7476000 EUR 7493132,50 EUR
4 {
to T
) )
Uberlassen von 5000 Unzen Gold Riickgabe von 5000 Unzen Gold

Zur Berechnung des Wertes der Preisfunktion zum Zeitpunkt ¢t = t( ist der Betrag von 7493132,50 EUR
mit dem Realzinssatz abzuzinsen.
Die Sensitivitdt des einzigen Risikofaktors qrp 4y ist:

159



Afrpar = Pt/o(Wl) ~qreaL(to) = =K, (W1) - (1 + i%) ~qreAL(to) =
0,0275
12

= —7476000 - (1 + )-0,99771 = —7492132,50 - 0,99771 = —7475002, 29

Laut Abschnitt 4.1 betrigt die Varianz des Wachstumstempos des Abzinsfaktors o2 = 0,000002 bzw.
o = 0,001414. Dann ergibt sich folgendes Risiko:

VaRp(to,99%) = A% -oq- VAL-F' (0,99) =

qREAL rm

= —7475002,29 - 0,001414 - /1 - (=2, 3263) = 24588, 18

Das Risiko bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% und einer Haltedauer von einem Tag betragt
24588,18 EUR.

Im weiteren erfolgt die Risikobestimmung, wenn die Risikobewertung in der Heimatwahrung W2 des
Goldverleihers vorgenommen wird. Zusétzlich tritt ein weiterer Risikofaktor auf: der Wechselkurs wk(W2/W1).
Wie in Abschnitt 2.6 wird angenommen, dass der Riicktausch des Geldbetrages plus der aufgelaufen
Zinsen zum Wechselkurs zum Zeitpunkt ¢ = tg erfolgt, dh. wkp(W2/W1) = wk, (W2/W1).

Der zuriick zu tauschende Betrag am Vertragsende in Wahrung W2 betragt dann: K (W1)- (14i7-s )-
360
wkiy (W2/W1) - qrpar. Daraus ergibt sich folgende Preisfunktion:

Py (W2) = Ky (W1) - whe, (W2/W1) — BW,, (W2)

1
1+ iggar,wa(to = T)
Py (W2) = Kiy (W) - whey (W2/W1) = Ky (W1) - (14 i1 1) - whey (W2/W1) - qras

360

= Ky (W1) - why, (W2/W1) — Kp(W1) - why, (W2/W1) -

Die Sensitivitdten Ay, und AZ;k(Wz W) konnen folgendermaflen berechnet werden:
Agrpar = Pg(W2) 'CIREAL(tO)L:tO = —K;,(W1)-(1+ i%) “whk, (W2/W1) - qreaL(to)

wk(W2/W1) = P, (W2) 'Wk(WQ/Wl)(tO)‘ = [Kiy, (W) = Ky, (W) - (1 + l%) ~qreAL(to)] - wky,(W2/W1)

t=to

Angewandt auf das Beispiel 3 aus Abschnitt 2.6:

Atpns = —Ki(BUR) - (1 + iz1y) - whe, (SOM/EUR) - qrpa (to) =
2
= —7476000 - (1 + 0,0 75) 13,76 - ————— = —102084656, 63
1 14+0,12- L
Nlson/pury = Ki(BUR) = Kiy (BUR) - (14 i1-10) - -arar (to)] - wh(SOM/EUR)(to) =
0,0275 1
= [7476000 — 7476000 - (1 + — ) - - 13,76 = 785103, 37
12 14+0,12- &

Die Vektoren der Sensitivitiaten lauten:

) —102084656, 63
AT = 785103, 37

) AT — ( —102084656,63 785103,37 )
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Zur Berechnung der Varianz-Kovarianz-Matrix benétigt man die Varianzen der Wachstumstempi des
Abzinsfaktors qrrar(to) fiir die Wahrung SOM und des Wechselkurses wky, (SOM/EUR). Sie kénnen
dem Abschnitt 4.1 entnommen werden.Die Varianz-Kovarianz-Matrix lautet:

0,000001 0,000001
=\ 0,000001 0,000002

Es kann nun das Risiko des Geschiftes mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% und einer Haltedauer
von einem Tag berechnet werden:

Var(t,p) = VA*TSA* . VAt- F~' (1 — p)

0,000009 0, 000005 —102084656, 63
VaRyar(1,99%) = ( —102084656,63 785103, 37 )

0, 000005 0,000040 785103, 37

V1. F71(0,01) = —235.665, 55

Das Risiko bei einer Haltedauer von einem Tag und einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 99% betragt
-235.665,55 SOM.
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Kapitel 4

Anhang

4.1 Statistische Parameter fir die Risikoberechnung

Die Risikoberechnung erfordert statistische Parameter, die entweder in diesem Buch berechnet werden,
oder als gegeben angenommen werden. Wie im Abschnitt 3.1 beschrieben, werden die statistischen
Parameter aus langfristigen Zeitreihen der Wachstumstempi der Risikofaktoren abgeleitet. Dabei handelt
es sivh um Zeitreihen einer Lénge von 250 Beobachtungen. Nur fiir ausgewahlte Zeitreihen wurde die
Berechnung illustriert, die anderen Gréflen wurden willkiirlich angenommen.

Die nachfolgende Tabelle enthilt eine Ubersicht aller in diesem Buch beriicksichtigten Risikoparameter
und ihre zugehorigen statistischen Parameter.

Risikofaktor Bezeichnung Mittelwert Varianz Standardabweichungen
Wachstumstempo des wk(EUR USD) 1 = 0,000000 | ¢Z =0,000024 | o = 0,004920
Wechselkurses EUR/USD

Wachstumstempo des wk(EUR GBP) 1 = 0,000000 | o2 =0,000030 | o =0,005477
Wechselkurses EUR/GBP

Wachstumstempo der dEUR(0«1) 1 = 0,000000 | o2 =0,000022 | o = 0,004690
Abzinsfaktoren EUR (0 + 1)

Wachstumstempo der dEUR(02) 1= 0,000000 | o2 =0,000024 | o = 0,004920
Abzinsfaktoren EUR (0 « 2)

Wachstumstempo der JEUR(0+3) 1 =0,000000 | o2 =0,000028 | o = 0,005292
Abzinsfaktoren EUR (0 < 3)

Wachstumstempo der dEUR(0+4) 1= 0,000000 | o2 = 0,000030 | o = 0,005477
Abzinsfaktoren EUR (0 + 4)

Wachstumstempo der GUusD(0«2) = 0,000000 | o2 =0,000028 | o =0,005292
Abzinsfaktoren USD (0 < 2)

Wachstumstempo der dEURIBOR(0+3) | # = 0,000000 a? =0,000005 | o = 0,002236
Abzinsfaktoren des EURIBOR

Laufzeit in Mon. (0 < 3)

‘Wachstumstempo der dEURIBOR(0+9) | H = 0,000000 0?2 =0,000008 | o =0,002828
Abzinsfaktoren des EURIBOR

Laufzeit in Mon. (0 < 9)

Neben Mittelwert, Varianz und Standardabweichung sind auch die Beziehungen zwischen den Risikofaktoren in der Form
von Kovarianzen zu beriicksichtigen .
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Abzinsfakt. EURIBOR (0 < 3)

Abzinsfakt. EURIBOR (0 < 9)

o, h
(4EURIBOR(0+3)/4EURIBOR(0+9))

Risikofaktor 1 Risikofaktor 2 Bezeichnung Kovarianz

Wachstumstempo des Wachstumstempo des Uik(EUR USD)/wk(EUR GBP) a? = 0,000005

Wechselkurses EUR/USD Wechselkurses EUR/GBP

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, - o2 =0,000005
(dEUR(0+1)/4EUR(0«2))

Abzinsfaktoren EUR (0 1) Abzinsfaktoren EUR (0 « 2)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, A o2 =0,000006
(dEUR(0+1)/4BUR0«3))

Abzinsfaktoren EUR (0 1) Abzinsfaktoren EUR (0 < 3)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, - o2 =0,000007
(dEUR(0+1)/4EUR(0«4))

Abzinsfaktoren EUR (0 1) Abzinsfaktoren EUR (0 < 4)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, - o2 =0,000008
(dEUR(0+2)/4BUR0«3))

Abzinsfaktoren EUR (0 « 2) Abzinsfaktoren EUR (0 < 3)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, - o2 =0,000005
(dEUR(0+2)/4EUR(0«4))

Abzinsfaktoren EUR (0 < 2) Abzinsfaktoren EUR (0 < 4)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des o2, - o2 =0,000003
(dEUR(0+3)/4EUR(0«4))

Abzinsfaktoren EUR (0 < 3) Abzinsfaktoren EUR (0 < 4)

Wachstumstempo des Wachstumstempo des 2 o2 =0,000004

Es sei daran erinnert, das die Kovarianzen des Risikofaktors i mit dem Risikofaktor j (0227) gleich den Kovarianzen des

Risikofaktors j mit dem Risikofaktor i (02 ) sind. Deshalb wurden nur die Kovarianzen 01.2 :

J»i
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