Portfolio VaR Rechner 2

Mathematische und technische Dokumentation
Zinssensitive Produkte in vier Wahrungsrdumen: EUR, USD, GBP, CHF

Deutsch

Wolfgang Bohme

wolfgang.boehme@economic-modeling.de

www.economic-modeling.de

25. Oktober 2026

Dokumentationen dieser Webseite wurden mit Unterstiitzung der KI Claude (Anthropic) entwickelt.


mailto:wolfgang.boehme@economic-modeling.de
https://www.economic-modeling.de

Portfolio VaR Rechner 2 Mathematische Dokumentation

0 Inhaltsverzeichnis

1 Uberblick und Ziel 2
1.1 Gegeniiberstellung: naiv vs. korrekt . . . . . . .. .. ..o 2
2 Datenbasis und Risikofaktoren 2
2.1 Marktdaten-CSV . . . . . .. 2
2.2 Lineare Interpolation der Zinskurve . . . . . . . ... ... 3
3 Diskontierungsfaktoren und Log-Returns 3
3.1 Spread-adjustierter Diskontierungsfaktor . . . . . . . ... .. ... .. 3
3.2 Log-Returns als einheitliche Risikovariable . . . . .. ... .. .. ... 3
4 Die globale Kovarianzmatrix 4
4.1 Aufbau. . . ... 4
4.2 Block-Struktur . . . . ... 4
5 Bewertung der Instrumente 4
5.1 Festverzinsliche Anleihe (Bond) . . . . .. ... ... ... .. ... 4
5.2 Festzinsswap . . . . . . .. L 5
5.3 Cross-Currency-Swap (CCS) . . . . . ... ... ... 5
54 FX Forward . . . . .. .. 5
6 Sensitivitdten 6
6.1 Sensitivitat gegeniiber Diskontierungsfaktoren . . . . . . . .. .. . .. 6
6.2 Sensitivitat fiir FX Forwards . . . . . . .. ... 0oL 6
7 VaR-Berechnung 6
7.1 Zuordnung zu Risikofaktoren . . . . . . .. ..o 6
7.2 Portfolio-Varianz . . . . . . . . ... 7
7.3 VaR-Formel . . . . .. . . 7
7.4 Einzel-VaR vs. Portfolio-VaR . . . .. .. .. .. ... ... .. 7
8 Technische Implementierung 8
8.1 Datenstruktur: r2State . . . . . . .. ... L oo 8
8.2 Berechnungsablauf . . . . .. ... ... 0o 8
8.3 Faktorliste (Reihenfolge in der Matrix) . . . . . ... ... .. .. ... 9
9 Transparenz-Tab: Matrizen und Cashflows 9
10 Einschrinkungen und Ausblick 9
10.1 Bekannte Vereinfachungen . . . . . . .. ... .. ... ... ..., . 9
10.2 Mogliche Erweiterungen . . . . . .. . . ... . L 000 10



Portfolio VaR Rechner 2 Mathematische Dokumentation

1  Uberblick und Ziel

Der Portfolio-VaR-Rechner 2 berechnet den Value at Risk (VaR) eines Portfolios
zinssensitiver Produkte unter Verwendung einer einheitlichen, historisch geschéitzten
Kovarianzmatrix. Im Unterschied zu Ansétzen, die jeden Risikofaktor isoliert betrachten,
erfasst dieser Rechner Korrelationen zwischen allen Risikofaktoren gleichzeitig — sowohl
innerhalb eines Wéahrungsraums als auch zwischen verschiedenen Wéahrungsrdumen.

1.1 Gegeniiberstellung: naiv vs. korrekt

Naive Summation Rechner 2

Annahme pij = 1 fiir alle 4, j historisch gemessen
Aggregation VaRges = >, VaR,  VaRges = 2, VW' XW
Risikofaktoren je Produkt separat gemeinsame 29 x 29 Matrix
Subadditivitdt verletzt garantiert

Diversifikation ignoriert explizit ausgewiesen

Subadditivitit (Artzner et al., 1999)

Ein Risikomak p heifst subadditiv, wenn fiir beliebige Portfolios A und B gilt:

p(A+ B) < p(A) + p(B).

Der kovarianzbasierte VaR ist subadditiv, weil die Dreiecksungleichung fiir die
euklidische Norm gilt:

VWTEW S \/WZEAAWA—F\/WEEBBWB.

2 Datenbasis und Risikofaktoren

2.1 DMarktdaten-CSV

Der Rechner liest historische Tagesendkurse aus einer CSV-Datei mit T' = 252 Zeilen
(Handelstage) und 104 Spalten. Fiir Rechner 2 werden 29 Spalten verwendet, die in
der folgenden Tabelle aufgefiihrt sind.

Block Inhalt Anzahl Tenors (Jahre)
EUR Zero Rates rEUR (1) 5 0.25, 1, 2, 5, 10
USD Zero Rates rUSP () 5 0.25, 1, 2, 5, 10
GBP Zero Rates rSBP(t1,) 5 0.25,1, 2,5, 10
CHF Zero Rates rOE (1) 5 0.25, 1, 2, 5, 10
FX Spots EUR,/USD, EUR/GBP, EUR/CHF 3 —
Credit Spread A sA(ty) 3 1,5, 10
Credit Spread BBB  sBBB(¢,) 3 1,5,1
Gesamt 29
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Alle Zinssétze liegen in der CSV als Prozentangaben vor (z.B. 3,50) und werden
intern durch Division durch 100 in Dezimalform (0,0350) umgewandelt.
2.2 Lineare Interpolation der Zinskurve

Fiir einen Cashflow-Zeitpunkt ¢, der zwischen zwei Stiitzstellen ¢, < t < t;y; liegt,
wird die zugehorige Zero Rate linear interpoliert:

tey1 — ¢ t—1
L 4 () - i

r(t) = r(ty) - P EE—
®) (t) tey1 — tk tey1 — t

Fiir Zeitpunkte aufserhalb des Stiitzstellenbereichs wird der ndchstgelegene Randwert
verwendet (konstante Extrapolation).

3 Diskontierungsfaktoren und Log-Returns

3.1 Spread-adjustierter Diskontierungsfaktor

Fiir ein Instrument mit Kreditrating (A oder BBB) wird der Credit Spread s(t) direkt
auf die Zero Rate addiert. Der Diskontierungsfaktor fiir Laufzeit ¢ lautet:

DF (¢, d) = exp|—(r(t,d) + s(t,d)) - t],

wobei d € {1,...,T} den Handelstag bezeichnet. Ohne Credit Spread gilt s = 0.

3.2 Log-Returns als einheitliche Risikovariable

Die zentrale methodische Entscheidung des Rechners ist die Verwendung von Log-
Returns der Diskontierungsfaktoren als Risikofaktoren. Dies gewahrleistet, dass
alle Eintrige der Kovarianzmatrix in derselben Einheit vorliegen — im Gegensatz zur
Mischung von Zinsdifferenzen (bp) und Preisrenditen.

Der Log-Return des Diskontierungsfaktors fiir Tenor ¢, und Wéahrung ¢ von Tag
d — 1 auf Tag d ist:

i DF(t, d) - e~ (rg(ti)+sa(te)) ti
0(d) = ln(—DF(tk, 7 1)) = ln(e(rgl(tk)JrSdl(tk))tk

= —ti, - [(rg(te) + sa(tr)) — (rG_1(tr) + sa-1(t))]. (1)

Dies entspricht der negativen, laufzeit-gewichteten Anderung des spread-adjustierten
Zinssatzes. Der Credit Spread ist damit automatisch in den Log-Return integriert —
es bedarf keines separaten Spread-Risikoblock.

Fiir FX-Spots Sy (quotiert als EUR/CCY) wird ebenfalls der Log-Return verwendet:

"X(d) = 1n<S*j:> .
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Aus T = 252 Tagesbeobachtungen entstehen T'—1 = 251 Log-Return-Beobachtungen
pro Risikofaktor.

4 Die globale Kovarianzmatrix

4.1 Aufbau

Seien £(d), . .., l(d) die Log-Returns aller 29 Risikofaktoren am Tag d, mit Mittelwerten

0 = = S0 0(d).
Die globale Kovarianzmatrix 3 € R**? wird aus den historischen Log-Returns
geschitzt:

T-1

5y = %i(&(d) “ 8 ()~ T;), g edl,...,2).

Die Matrix ist symmetrisch (2;; = ¥;;) und positiv semidefinit. Mit 7' — 1 = 251
Beobachtungen und N = 29 Faktoren betriagt das Verhéltnis 251/29 ~ 8,7, was fiir
eine stabile Kovarianzschéitzung ausreichend ist (Faustregel: > 5).

4.2 Block-Struktur

Die Matrix gliedert sich natiirlich in Blécke:

5%x5
Y oUR YEUR,USD ‘°* OEURFX XJEUR,CS
5%5 : :
EUSD,EUR ZJUSD
Y = :

T 3x3

OFX,EUR T e Mgy EFéLCﬁS
X

YCS,EUR " <o XS FX pIpo

Die Diagonal-Blocke 3 enthalten die Varianzen und internen Kovarianzen jedes
Wiéhrungsraums oder jeder Produktklasse. Die Off-Diagonal-Blocke Xy, (kK # 1)
erfassen die Cross-Korrelationen zwischen verschiedenen Risikofaktoren, z. B. die historische
Korrelation zwischen EUR-Zinsen und USD-Zinsen.

5 Bewertung der Instrumente

5.1 Festverzinsliche Anleihe (Bond)

Eine Anleihe mit Nominal N, Kuponrate ¢ p. a., Laufzeit Tgonq und Zahlungsfrequenz
f (1 = jdhrlich, 2 = halbjéhrlich) erzeugt Cashflows zu den Zeitpunkten t; = j/f,

g=1,....,n=f - Tgona:
N -c
f

wobei der Riickzahlungsbetrag N nur zum letzten Termin t,, = Tgonq anfillt.
Der Barwert in EUR lautet:
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PVgond = Z CF, - DF(t
SCCY/EUR

wobei Sccy/pur der FX-Spot ist (Einheiten der Fremdwéhrung pro EUR), also
EUR/USD fiir einen USD-Bond.
5.2 Festzinsswap

Beim Festzinsswap tauscht man einen festen Kupon gegen eine variable Rate. Da die
variable Seite zum Marktwert bewertet wird, gilt fiir ihren Barwert:

PVioat = N - (1 — DF (Tsyap))-

Der Gesamtbarwert eines Zahler-Swaps (fest zahlen, variabel empfangen) in EUR
ist:

1 " N- c
pygbe -~ |N.(1-DFT — N -DF(T
Buz SCCY/EUR ( jz_; f ( )

Fiir den Empfanger-Swap kehren sich alle Vorzeichen um.

5.3 Cross-Currency-Swap (CCS)

Ein CCS tauscht Cashflows in Wéahrung 1 gegen Cashflows in Wiahrung 2. Bei
Abschluss werden die Nominalbetrige so gewihlt, dass sie dem aktuellen FX-Spot
entsprechen:

N2 - Nl : 5127

wobei S1o der Spot-Kurs (Einheiten von CCY2 pro CCY1) ist.
Jeder Leg wird wie eine Anleihe bewertet (mit Nominal-Riickzahlung am Ende):

1
PVie CFy; - DF
R — Z v DEE).
1
PVie CFsy; - DF
8 T Seova/mur Z 25 DEa(ty).

Der Netto-Barwert (aus Sicht des Zahlers von Leg 1) ist:

PVcces = —PViegt + PViego.

5.4 FX Forward

Ein Devisentermingeschiift (Kauf von CCY1 gegen CCY2 zum Kurs F, Félligkeit T')
hat folgenden Barwert in EUR:
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N - (F — So) . DFCCYl (T)

PVex =
= Sceyz/EUR

9

wobei Sy der aktuelle Spot-Kurs und DFccy;(7') der Diskontierungsfaktor in der
Basiswahrung ist.

6 Sensitivitaten

6.1 Sensitivitit gegeniiber Diskontierungsfaktoren

Die VaR-Berechnung benétigt fiir jede Position j die Sensitivitéit des Barwerts gegeniiber
dem Diskontierungsfaktor, d.h. die partielle Ableitung ¢6; = 0PV /ODF(¢;):

PV CF;-DF(t;) PV,

5. — =
J 8 hl DF(t]) SCCY/EUR 1

Die Sensitivitit entspricht dem diskontierten Cashflow (Barwert der Position
j) in EUR — konsistent mit der Kovarianzmatrix der Log-Returns A In DF.

Fiir einen Zahler-Swap ist CF; < 0 (feste Zahlung), daher §; < 0. Dies ist intuitiv
korrekt: ein Zinsanstieg (sinkende DFs) erhoht den Wert einer festen Zahlungsverpflichtung
fiir den Empfianger und schadet dem Zahler.

6.2 Sensitivitit fiir FX Forwards

Beim FX Forward ist der primére Risikofaktor der FX-Spot Sy. Die Sensitivitit
gegeniiber einem Log-Return des Spots lautet:

ox o, OPV NS,
olnSy  Sceve/pur

7 VaR-Berechnung

7.1 Zuordnung zu Risikofaktoren

Jede Position j wird dem néchstgelegenen Stiitzpunkt ¢ in der globalen Faktorliste
zugeordnet:

E*(j) = argmkin Ity — ¢,

wobei fiir Bonds mit Credit Rating auf die entsprechenden Kredit-Spread-Faktoren
(CS_A oder CS_BBB) gemappt wird — nicht auf die risikofreie Zinskurve. Dies stellt
sicher, dass die historische Korrelationsstruktur der spread-adjustierten Diskontierungsfaktoren
korrekt erfasst wird.
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7.2 Portfolio-Varianz

Seiw € R? der Sensitivitiitsvektor, wobei wy, = Zj: ke ()= 0, die aggregierte Sensitivitét
gegeniiber Risikofaktor k ist, mit 0; = CF; - DF(¢;)/Sccy/mur. Die Portfolio-Varianz
ist:

29 29

2— T — . .. .
Op =W XW = E E W Do Wy

i=1 j=1

7.3 VaR-Formel

Unter der Normalverteilungsannahme fiir die Log-Returns gilt:

VaR! = z, - Vw S w-Vh

wobei 2, = ®7!(a) das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist, h der Zeithorizont
in Handelstagen und fiir o = 99 % gilt 299 ~ 2,326.

Standardfall: » = 1 Handelstag. Das Eingabefeld ,Zeithorizont (Tage)" im
Portfolio-VaR-Tab erméoglicht eine direkte v/h-Skalierung auf lingere Horizonte.

7.4 Einzel-VaR vs. Portfolio-VaR

Der Rechner berechnet beide Grofken aus derselben Kovarianzmatrix:

Grofie Formel

Einzel-VaR Instrument ¢ VaR,; = za\/m vVh
Gesamt-VaR Tab (mit Korr.)  VaRap = 2o /Wiy X Wrap - V2
Portfolio-VaR (alle Tabs) VaRp = zoVW S w - VA
Undiversifizierter VaR VaRnaiv = Y, VaRy
Diversifikationseffekt AVaR = VaRypqiv — VaRp > 0

Die Subadditivitit VaRp < VaRyuugiv ist garantiert, da alle VaRs aus derselben
positiv semidefiniten Matrix berechnet werden und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
gilt.

Beispiel: Bonds EUR (Rating A) + USD (Rating BBB)

Eingaben:

Bond 1: EUR, 100.000 €, Kupon 5%, 4 Jahre, Rating A

Bond 2: USD, 80.000 USD, Kupon 4,5%, 3 Jahre, Rating BBB
EUR/USD = 1,11

Risikofaktoren:
Bond 1 — CS_A (1Y, 5Y, 10Y), néchstgelegener Tenor: 1Y und 5Y
Bond 2 — CS_BBB (1Y, 5Y), konvertiert in EUR iiber 1/1,11

Kovarianzstruktur:

\
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Cov ((C5-A (C5_BBB) < Cov (£S5~ (CS_A) = Portfolio-VaR < Summe der Einzel-
VaRs

Typisches Ergebnis:
VaR Bond 1: 2.800 € VaR Bond 2: 1.600 €
Summe: 4.400 € Portfolio-VaR: 3.700 € Ersparnis: 700 € (15 %)

8 Technische Implementierung

8.1 Datenstruktur: r2State

Alle Berechnungsergebnisse werden in einem globalen JavaScript-Objekt r2State gespeichert:

r2State = {
csvLoaded: bool, // CSV erfolgreich geladen?
rawData: {col: [vall}, // Rohdaten je Spalte
logReturns: {col: [1r]}, // Log-Returns je Risikofaktor
fxSpots: {pair: val}, // Aktuelle FX-Spots
globalCov: [[...]1], // 29x29 Kovarianzmatrix
positions: [{...}], // Alle aktiven Positionen
products: {

bonds: {bonds, positions},
swaps: {swaps, positions},
ccs: {ccslist, positions},
fx: {fxList, positions}

8.2 Berechnungsablauf

Schritt 1. CSV laden: Alle 29 bendtigten Spalten werden eingelesen und validiert.
Fehlende Spalten losen eine Fehlermeldung aus.

Schritt 2. Log-Returns berechnen: Fiir jeden der 29 Risikofaktoren werden 251

Log-Returns aus den 252 Tagesbeobachtungen berechnet. Fiir Zinsfaktoren:
DF-basiert (s.o0.). Fiir FX: direkt aus Spot.

Schritt 3. Kovarianzmatrix aufbauen: X wird als 29x29 Matrix mit dem historischen
Schiitzer berechnet. Komplexitit: O(N?-T) = O(29% - 251).

Schritt 4. Produkt berechnen: Cashflows, Diskontierungsfaktoren, Barwert und
Sensitivititen werden je Instrument berechnet.

Schritt 5. Risikofaktor-Mapping: Jede Position wird dem néichstgelegenen Stiitzpunkt
in R2_ALL_FACTORS zugeordnet. Bonds mit Rating — CS-Faktoren; Swaps/CCS
— Wihrungs-Zerokurve; FX — FX-Spot-Faktor.

Schritt 6. VaR berechnen: ¢% = w'Xw, VaR = z, - op - V'h, wobei h der
eingegebene Zeithorizont (Standard: h = 1 Tag).
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Schritt 7. Diversifikation: Einzel-VaRs aus Diagonal-Blocken derselben Matrix,

8.3

Summe > Portfolio-VaR.

Faktorliste (Reihenfolge in der Matrix)

Index Faktor Block Tenor

0-4 EUR_Zero 3M/1Y/2Y/5Y/10Y EUR Zero 0.25,1,2,5,10J
59  USD_Zero 3M/1Y/2Y/5Y/10Y USD Zero 0.25,1,2,5,10J
10-14 GBP_Zero 3M/1Y/2Y/5Y/10Y GBP Zero 0.25,1,2,5,10J
15-19 CHF_Zero 3M/1Y/2Y/5Y/10Y CHF Zero 0.25,1,2,5,10J

20 EUR/USD FX Spot  —

21 EUR/GBP FX Spot —

22 EUR/CHF FX Spot  —
23-25 CreditSpread A 1Y /5Y/10Y CS A 1,510
26-28 CreditSpread BBB_1Y/5Y/10Y CS BBB 1,5,10J

9 Transparenz-Tab: Matrizen und Cashflows

Der Rechner stellt im Tab Matrizen & Cashflows drei Informationsebenen bereit:

1.

10

10.1

Lokale Kovarianzmatrizen — je ein 5 x 5-Block (Zinsblocke) bzw. 3 x 3-Block
(FX, CS) als Heatmap. Die Farbintensitit kodiert den Betrag der Kovarianz
relativ zur Diagonal-Varianz (d.h. approximativ die Korrelation).

. Globale Kovarianzmatrix — die volle 29 x 29-Matrix, wovon die ersten 20

Faktoren angezeigt werden. Die vollstdndige Matrix kann als CSV exportiert
werden (Werte in Exponentialschreibweise).

Cashflow-Tabelle — fiir jede aktive Position werden Zahlungszeitpunkt ¢;,
Cashflow CF, Barwert PV(EUR), Sensitivitét 0, und der zugeordnete Risikofaktor
aufgelistet. Export als CSV moglich.

Einschriankungen und Ausblick

Bekannte Vereinfachungen

. Normalverteilungsannahme: Die Formel VaR = z,0p gilt exakt nur, wenn

die Log-Returns normalverteilt sind. In der Praxis sind Finanzrenditen leptokurtisch
(fat tails). Historical Simulation oder Extremwerttheorie konnen diesen Fehler
beheben.

. Ein-Faktor-Mapping: Jede Position wird dem ndéchstgelegenen Tenor zugeordnet.

Eine exaktere Methode wire lineare Interpolation zwischen zwei benachbarten
Faktoren (Rho-Mapping).

Swap-Float-Leg: Der Barwert des variablen Legs wird durch N - (1 — DF(T"))
approximiert. Dies gilt exakt fiir LIBOR-Swaps ohne Spread; fiir OIS-diskontierte
Swaps wiren getrennte Diskontierungs- und Forward-Kurven nétig.
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4.

10.2

10

FX Forward: Die Sensitivitit §"* ~ N-Sy/Sccyz/rur ist eine Delta-Approximation.
Fiir exotische Optionen oder nichtlineare Produkte wére eine vollstindigere Gamma-
Behandlung erforderlich.

Kovarianzstationaritét: Die historische Schiatzung iiber 251 Tage nimmt implizit
an, dass die Kovarianzstruktur stationar ist. In Krisenzeiten kénnen Korrelationen
stark variieren (Correlation Breakdown). GARCH-Modelle oder exponentielles
Gewichten (EWMA) konnten dies adressieren.

Moégliche Erweiterungen

Historische Simulation (vollstdndige Neubewertung an jedem Tag)
Stressed VaR (Krisen-Fenster 2008-2009, 2020)

Expected Shortfall (CVaR) als kohérenteres Risikomaf
EWMA-Kovarianzmatrix mit Zerfallsfaktor A = 0,94 (RiskMetrics)

Gamma-Terme fiir Zinsoptionen und Swaptions

Zusammenfassung der wichtigsten Formeln

Grofie Formel

Diskontierungsfaktor DF(t,d) = e~ (ra()+sa()?

Log-Return DF lk(d) = In(DF (ty, d)/DF (ty,d — 1))
Kovarianzschéitzung Nij = 75 >oq(li(d) — 6)(45(d) — ¢;)
Sensitivitdt Bond/Swap  0; = CF, - DF(t;)/Sccy/mur
Portfolio-Varianz oL =w'YXw

VaR (Normalverteilung) VaR! =z, -0p - Vh = z2.VW S w - VI
Subadditivitét VaRp < >, VaR;

Diversifikationseffekt AVaR =3}, VaR, — VaRp > 0

Rechner: rechner2.html Datenbasis: market_data_251days.csv 252 Handelstage,

29 Risikofaktoren, 29 x 29 Kovarianzmatrix

10
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