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EINFUHRUNG

Problemstellung

mehrere metrischskalierte Merkmale X%, X2,.... XX

Urlisten fiir jede der metrischskalierte Merkmale

xlk, x2k, ...x,’f, Vk=1,2,..K

Ist zwischen den Merkmalen ein Zusammenhang statistisch nachweisbar? =-
Korrelationsanalyse

Ableitung einer mathematischen Formel zur Beschreibung des
Zusammenhanges, z. B.

X' =F(X%, X3, ..., x5
= Regressionsanalyse

Einschrénkung, zundchst K = 2 = nur zwei Merkmale
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2. Korrelations- und Regressionsanalyse - Gliederung

3.1 Korrelationsanalyse

3.2 Einfache lineare Regression

3.3 Einfache nichtlineare Regression

3.4.Multiple Regression
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Gliederung

3.1.1 zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
3.1.2 Kontingenzanalyse

3.1.3 bedingte Haufigkeiten / Unabhangigkeit
3.1.4 MaBkorrelationsanalyse

3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Es seien X und Y zwei metrisch skalierte Merkmale mit den beiden
Urlisten:

X1, X2, ...Xn

Y1, Y2, ---Yn

oder eine zweidimensionale Urliste:

(X17y1)7 (X27.y2)7 ceey (Xm)/n)
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Wir betrachten die disjunkten Merkmalsauspragungen (&, mit | =1,2,...,m
und v, mit r = 1,2, ..., my) beider Merkmale und die zugehdrenden absoluten /
relativen Hiufigkeiten n;./ p; . Dann kdnnen folgende Datenpaare gebildet
werden:

&,v) mit =12 ...mund r=1,2,....m
(ny) mit =12 ...m undr=1,2,....m
(pr) mit =12 ....m undr=12,...m

Dabei bezeichnen

ny — Anzahl des Auftretens von (& vy)
_ nir _ nlr
Pir - my my n

Zznu

I=1r=
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Beispiel Daten

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in

g/km) - Y

Urlisten digjunkte Merkmale

i X Y Typ | g r v
1 £.0 135)A 1 6.0 1 125
2 £.0 125]B 2 £.3 2 135
3 6.3 140 3 6.4 3 140
4 .3 135D 4 6.6
5 B4 135]E 5 6.7
] £.6 140]F
7 E.6 140)G
B 6.7 140]H
9 B.7 14001
10 6.7 1351
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Beispiel Findimensionale Hdaufigkeitsverteilungen

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

Haufigksitstabellen

I g iy h r L iy Pr
1 bl 2 02 1 15 1 0.1
2 b3 2 02 2 13 4 04
3 b4 1 0.1 3 140 5 05
4 bh 2 02 0 1
5 b7 3 03
0 1
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

gemeinsame zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Definition: Die absolute Haiufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung von
disjunkten Merkmalsauspragungen zu deren absoluten Haufigkeiten:

fo(&nve) = me=fF((&vr))

Definition: Die relative Haufigkeitsverteilung ist eine Zuordnung von disjunkten
Merkmalsauspragungen zu deren relativen Haufigkeiten:

£ (& vr)— pir="~F((&wr))
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Beispiel Zweidimensionale absolute
Haufigkeitsverteilungen
Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

mehrdimensionale Haufigkeitstabellen

r 1 2 3
XY vy 2 Vs

] 125 135 140
1[5, B0 1 1 0

2le 5.3 0 1 1

3e B.4 0 1 0

4le, BB 0 0 P

5l B.7 0 1 p)
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Beispiel Zweidimensionale relative
Haufigkeitsverteilungen

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

mehrdimensionale Haufigkeitstabellen

r = 1 F 3
XY I v v
I 125 138 140
15 5.0 0.1 01 0
2[5 5.3 0 01 01
3(e, .4 0 0.1 0
4z, 5.5 0 0 0.z
5(e, 57 0 01 02
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Randhaufigkeiten
Definition:

absolute Randhaufigkeiten (marginale absolute Haufigkeiten) des
Merkmals X bzw. Y:

ny = g ny
Ny = g ny

=1
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
Definition:

relative (marginale) Randhaufigkeiten (marginale relative
Haufigkeiten) des Merkmals X bzw. Y:

my
Z nyy my
N =1 _
pr = —=——= E pir
n n
r=1
my

Z nir my

M =1 _
pr = L= =N,
n n
1=1
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zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Randverteilungen

Definition: Die absolute Randverteilung ist eine Zuordnung von disjunkten
Merkmalsauspragungen von Merkmal X bzw. Y zu deren absoluten Randhiufigkeiten:

f (&) — n =1((&))
fi(vr) — ner = f((r))

Definition: Die relative Randverteilung ist eine Zuordnung von disjunkten
Merkmalsauspragungen von Merkmal X bzw. Y zu deren relativen Randh&ufigkeiten:

f(&) = pi= = (&)
f:(vr) = per = F((vr))
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Beispiel absolute Randhdufigkeiten

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

Randvertelung 1 Randverteilung 2
fij 1 ? 3
19 b z vl v v
2|12 B3 z 125 13 140
3|8 B4 1 My 1 4 5
d|ed b6 z
]t B7 3
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Gliederung

3.1.1 zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
3.1.2 Kontingenzanalyse

3.1.3 bedingte Haufigkeiten / Unabhangigkeit
3.1.4 MaBkorrelationsanalyse

3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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Kontingenztabelle
mp
r 1 2| ... ma | > ny
r=1
XY v v | ... Vm,
1 S| mi| m2| .| mm N
2 | M| na| .| nm Noy
my 5""1 Nmy1 Nm;2 Nmym, Nmy
my
Z nir Ny1 Ny | ... N, n
=1
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Beispiel Kontingenztabelle absolut

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

Kontingenztabells

r 1 2 3
XiY W W2 W LIES

| 125 135 140
1% 5.0 1 1 0 2
2|& 5.3 0 1 1 2
3|&: 5.4 0 1 0 1
4|8 5.6 0 a 2 2
5|Es 5.7 0 1 2 3
N 1 4 5 10
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Kontingenztabelle Mit Intervallbildung

ma
r 1 2| ... ma | > ny
r=1
X/ Y| b b Im
1 h N na | ... Nm, Nix
2 h| mi| no|..| nm M
my Imp | Nyt | Neg2 | oo | Nengmy Ny
my
Z nir Ny1 Ny | ... N, n
=1
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Beispiel

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y
(mit Intervallbildung)

Urlisten Klasgen
i X Y Typ | I r I
1 6.0 135|A 1]bis 6,00 1]bis 135
2 6.0 1258 2|6,01his B, 2[=135
3 6.3 140|C 3| 660
4 6.3 135D
5 6.4 135|E
B 6.6 140|F
7 6.6 140|G
g 6.7 140|H
g 6.7 14011
10 6.7 135(d
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Beispiel

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y
(mit Intervallbildung)

Haufigkeitstaballen

| I ] ] r I 3 P
1|bis 6,00 2 0.2 1|bis 135 bl 05
2|6 D1hig 6 50 ] 05 212135 5 05
3|z 640 3 03 il 1
10 1
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Beispiel

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y
(mit Intervallbildung)

Kontingenztabelle

r 1 2
|1 |2 L IE]
1 Xiy his 135 =135
1[4 his 6,00 2 u] 2
2|l 5,01his 5§ 2 3 5
3|z =B B0 1 2 3
Nz 5 5 10
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3.1.1 zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

3.1.2 Kontingenzanalyse

3.1.3 bedingte Haufigkeiten / Unabhangigkeit
3.1.4 MaBkorrelationsanalyse

3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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bedingte Hdufigkeiten
bedingte Haufigkeiten: Betrachtung eines Merkmals bei Fixierung des anderen
Merkmals auf einen Wert

Definition: bedingte Haufigkeiten des Merkmals X bei fixiertem Merkmal Y:

_ Pr _ Ny
Pijr = =
Pxr Nyr

Definition: bedingte Haufigkeiten des Merkmals Y bei fixiertem Merkmal X:

_ Pir _ Ny
Pri1r = -
Pix n I«

Definition: Die relative bedingte Verteilung ist eine Zuordnung von disjunkten

Merkmalsauspragungen von Merkmal X bzw. Y zu deren bedingten Hiufigkeiten:

f:(&) — Pir = f(&lvr)
f:(v)— Pri = f((vrl&r)

4 MULTIPI

REG
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eLPIs
Beispiel Kraftstoffverbrauch (

Kontingenztabelle (relative H:

l mfm

X und Sch

100 ki -

z

stoffausstoB (in g/km) -

r 1 2 3
Xy vy V2 vy e
125 13 140
104 |30 0.1 0.1 0 (1.2
2k 6.3 0 01 01 02,
Ei3 E.4| 0 0.1 0 0.1
L i1y 0 0 02 02,
5lEs 6.7 0 04 02 0.3
Pir 01 04 04
Pi/r =P1/1
Pr/1 = P1/1
Pijr =P1j2 =
Pr/1 =P1j2 =

6nztabel le relatw

Pi1

pxl

Pi1

plx

P2

p*2

P2

plx

0,1
=1
0,1
0,1
=0,5
0,2
0,1
=0,25
0,4
0,1
=0,5
0,1
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Beispiel bedingte Hdiufigkeiten

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

bedingte Haufigkeiten bedingta Haufigheiten py:
1 2 b 1 2 b
vy vy L] v ¥y vy

1 05 05 I 1 11 0% 0
2 I 05 05 z 0 0% 0.2
3 I 1 I ] 0 0% 0
4 I I 1 i 0 0 04
] 0] 033333333 (1 A6RRGT ] 0 0% 04
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Beispiel bedingte Hdiufigkeiten

Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in
g/km) - Y

bedingte Haufigkeiten bedingta Haufigheiten py:
1 2 b 1 2 b
vy vy L] v ¥y vy

1 05 05 I 1 11 0% 0
2 I 05 05 z 0 0% 0.2
3 I 1 I ] 0 0% 0
4 I I 1 i 0 0 04
] 0] 033333333 (1 A6RRGT ] 0 0% 04
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Unabhdingigkeit

Ausgangspunkt bedingte Haufigkeiten: Betrachtung eines Merkmals
bei Fixierung des anderen Merkmals auf einen Wert

Definition: Die Merkmale X und Y heien unabhingig, genau dann wenn
gilt:

Npx Ny

n, = — - -— oder
n n

Pir = Pix - P« oder

pir = Ppix oder

Prii = Pxr
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Beispiel
Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in g/km) - Y
Unabhéangigkeit

Kontingenztabelle (relative Haufigkeiten)

r 1 2 3
X/Y vy vy vy e
| 125 135 140
16 6.0 01 0.1 0 02
& £.3 0 0.1 0.1 0.2
& .4 0 0.1 0 0.1
45 £.6 0 0 02 0.2
5lEs B.7 0 0.1 02 0.3
P 041 04 04
bedingte Haufigkeiten p bedingte Haufigkeiten pyy
1 2 3 1 2 3
Vi ki ki kil i ki
1 0.5 0.5 0 1 1 0.25 i}
2 i} 0.5 0.5 2 i} 0.25 0.2
3 i} 1 0 3 i} 0.25 i}
4 i} 0 1 4 i} i} 0.4
5 0f 0.33333333| 0.66EGE7 5 i} 0.25 0.4
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3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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empirische Kovarianz

Definition: Es seien X und Y zwei metrisch skalierte Merkmale. Die
Auspragungen dieser zwei Merkmale wurden an n statistischen
Einheiten erhoben:

(x1, 1), (x2,¥2), +s (Xns ¥n)
Dann ist die empirische Kovarianz dxywie folgt definiert:
1 n
dxy = > i =X)(vi—¥)

i=1



)
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empirische Kovarianz

dxy = %Z(Xi - X)(yi —¥)

i=1
wegen
1« y 1
dxy = sziyi—YEZXi—YEZYi-F?')_/:
=1 i=1 i=1
1 n
= ;inyl_7 y=
i=1
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FEigenschaften der empirische Kovarianz

® dxy miBt die Starke des linearen Zusammenhangs zwischen den
Merkmalen X und Y.

® [Es gilt beziiglich des Vorzeichens:

o dxy < 0 falls ein gegenldufiger Zusammenhand
o dxy = 0 falls kein Zusammenhang
o dxy > 0 falls gleichlaufiger Zusammenhang

® dxy ist dimensionsbehaftet
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FEigenschaften der empirische Kovarianz - Fortsetzung

® symmetrische MaBzahl (Varianz-Kovarianzmatrix)
dxx dxy
dyx dyy

dxy = dyx
dxx = dx

mit

® lineare Transformation. X; = a1 + B1x; und y; = az + Bay; mit
a1, B, 2,02 € R
dxy = B1B2dxy
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EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE J

Korrelationskoeffizient

Definition: Es seien X und Y zwei metrisch skalierte Merkmale. Die
Auspragungen dieser zwei Merkmale wurden an n statistischen Einheiten

erhoben:

(X17y1)7 (X27y2)7 () (Xn,)/n)
Dann ist der empirische einfache lineare Korrelationskoeffizient rxy wie

folgt definiert:
dxy

T VEVE
Synonyme:
® bivariater oder dualer Korrelationskoeffizient
e MaBkorrelationskoeffizient nach BRAVAIS und PEARSON
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Figenschaften des Korrelationskoeffizienten

® rxy miBt die Starke des linearen Zusammenhangs zwischen den

Merkmalen X und Y .

e Esgilt:

rxy =1
0<rxy <1
rey =0
—-1<rxy <0

rxy =-1

® dxy ist dimensionslos

® normierte MaBzahl

Wertebereich: —1 < dxy <1

X und Y vollstaendig positiv korreliert
X und Y positiv korreliert

X und Y unkorreliert

X und Y negativ korreliert

A

X und Y vollstaendig negativ korreliert
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Figenschaften des Korrelationskoeffizienten
Fortsetzung

e symmetrische MaBzahl (Korrelationsmatrix)

rxx  rxy
ryx  ryy

mit

® lineare Transformation. X; = a1 + B1x; und y; = as + Boy; mit
a1, B, 2,02 € R

o = BB
XY 18] - 18]

Irzv] = vl

s rxy =

|

AEGI
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Beispiel Korrelation / empirische Kovarianz

i k [r T [t i 4,
1 ﬂ A 7
60 8 e
EE B W n
q 63] ] W 2
f 64 E J :
o T
5 7 H f 2
7 1 1 z
7 7 ] 1 2
izehwette 4 13 J pij
dxy = Xy—Xx-y=28785—6.4-136.5=0.805
1 n
&2 = =) (x—%)?=007
n i=1
1 n
2 —\2
d, = - E (vi—y)° =203
i=1

dxy 0805 0,805
\/@\/@ 10.071/20.3 1.174

rxy = = 0.686
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Korrelation / empz’m’sche Kovarianz - grafische

terr?retatzon
Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 k X und SchadstoffausstoB (in g/km) - Y
144
140 J B s
. ;
132 4
128 4
124 L

59 60 B1 B2 B3 64 65 66 6.7 68

Mittelwert: 6.43
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Korrelation / empirische Kovarianz -

Beispiel Zinssatze 2007

7_00385

047

Mittelwert 0.0396

3.1. KORRELATIONSANALYSE
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Interpretation

046
045

044

0434
042
041

040

039

Mittelwert: 0 0432

Z_00365

034

038

038

040
Z_00007

042

044

048

047

Mittelwert 00446

grafische

046

0454

0444

043 4
0424
0414

040

Mitte hvert: 0.0432

04 01 048
2 03650

050

>

1EG

1
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Korrelationsmatriz / Varianz-Kovarianz-Matrix

Beispiel Zinssatze 2007

Karrelationsrmatrix Kuorrelationsmatrix:

Z Doooy Z 00365 Z 03650 Z 00365
Z_Dooo7 1| 0.815225002 Z 03650 1] 0805751
Z 00365 | 0515228902 1 F 00365 | 0.905751368 1
“arianz-Kavarianzmatrix Warianz-Kovarianzmatrix

Z_Doooy Z 00365 Z 03650 Z_ 00365
Z_Dooo7 00000043 00000032 Z 03650 0.0000045| 0.0000035
Z_ 00365 00000032 00000035 Z_ 00365 0.0000035) 0.0000035
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Korrelation / linearer Zusammenhang - grafische

Beispiel Zinssatze 2007 [nt@?ﬂpretatZOn

Mittehwert: 0.0448
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044 4

043 4 3
i 5 Mittehwert 0.0432

042 4 2

Z_00385

041 4 7
A Ths
040 | g@%‘gﬂ
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040 042 044 046 048 050
7_03650

—> siehe 3.2 Einfache lineare Regression



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 0000000000000 0 (e]e] 0000
0000000 00000000 000000000000 (e]e}
0000000 000000 00000 000000
0000000000000 e0 00000000

0000000

000000

Einfihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

e Hiufigkeiten - Fortsetzung
e Deskriptive Statistik -Fortsetzung

e Bivariate Korrelationen
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Mafskorrelation - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 1: Beispiel W95.xls
Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen Kovarianzen, Korrelationskoeffizienten Und
der Kovarianzmatrix

mit SPSS:

Beispiel 1: World95.sav.xls
Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Korrelationskoeffizienten




3.1. KORRELATIONSANALYSE
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Gliederung

3.1.1 zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
3.1.2 Kontingenzanalyse

3.1.3 bedingte Haufigkeiten / Unabhangigkeit
3.1.4 MaBkorrelationsanalyse

3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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Rangkorrelation

Definition: Es sei X ein mindestens ordinal skaliertes Merkmal. Fiir das
Merkmal liegt die Rangwertreihe des ordinalen Datensatzes vor:

x1<x< o, <Xy

Dann heiBt die der Merkmalsauspragung x; zugewiesene Platznummer i
Rangzahl und wird mit RX bezeichnet.

Problem: Auftreten von gleichen Merkmalsauspragungen (wird als
Rangbindung bezeichnet).

SPSS: arithm.Mittel, max., min., fortlaufende Numerierung

Hier:

n
arithmetisches Mittel = % =3 RX oder
=

fortlaufende Numerierung = * "H Z RX



3.1. KORRELATIONSANALYSE
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Rangkorrelation

Definition: Es seien X und Y zwei mindestens ordinal skalierte
Merkmale. Die Auspragungen dieser zwei Merkmale wurden an n
statistischen Einheiten erhoben:

(Xluyl)) (X27y2)a ceey (X!H.y")

Jedem Wertepaar (x;, y;) entspricht ein Paar der Rangzahlen
(RX,RY). Dann heiBt die GroBe:

6 > (R —RY)?
i=1
n(n? —1)

r¢ =1—

Rangkorrelationskoeffizient nach SPEARMAN.



EINFUHRUNG

3 NICHTLINEARE REGRESSION [uLTIP

TIONSANALYSE

Rangkorrelation Interpretation

rs miBt die Starke des linearen Zusammenhangs zwischen den Merkmalen
X und Y . Wertebereich: —1 <rs <1

Es gilt beziiglich des Vorzeichens:
e rs < 0 falls ein gegenlaufiger Zusammenhand

e rg = 0 falls kein Zusammenhang
e rs > 0 falls gleichlaufiger Zusammenhang

Liegt rs nahe Null, ist kein Zusammenhang zu vermuten, liegt rs dagegen
nahe 1 oder -1, ligt ein gleich oder gegenlaufiger Zusammenhang vor.
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Rangkorrelation - Beispiel
Beispiel Benzinverbrauch / Schadstoffausstoss 2007

i X Y R R (R RY?

1 6.0 135 1 2 1
2 6.0 125 2 1 1
3 6.3 140 3 6 9
4 6.3 135 4 3 1
5 64 135 5 4 1
6 6.6 140 6 7 1
7 6.6 140 i 8 1
8 6.7 140 8 9 1
g 67 140 9 10 1
10 6.7 135 10 5 25

42

X Y2
S LR R 6.42
rs=1-— =1 = 0.745

n(n? —1) ~10(100 — 1)
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SPSS Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

o Bivariate Korrelationen - Fortsetzung
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Rangkorrelation - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 1: BeispielW95.xls
Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Rangkorrelationskoeffizienten

mit SPSS:

Beispiel 1: World95.sav.xls
Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Rangkorrelationskoeffizienten
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Gliederung

3.1.1 zweidimensionale Haufigkeitsverteilung
3.1.2 Kontingenzanalyse

3.1.3 bedingte Haufigkeiten / Unabhangigkeit
3.1.4 MaBkorrelationsanalyse

3.1.5 Rangkorrelationsanalyse

3.1.6 Multiple Korrelationsanalyse
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Problemstellung

Bisher: X und Y zwei metrisch skalierte Merkmale mit den beiden Urlisten:

X1, X2, +--Xn

Y1, Y25 ---¥n

oder eine zweidimensionale Urliste:
(x1,1)5 (x2,%2); - (Xns ¥n)

Jetzt:: XJ mit j = 1,2, ..., m - metrisch skalierte Merkmale mit m Urlisten:
X115 X125 «-+» X1m
X215 X225 +++3 X2m
Xnls Xp25 -+ Xnm

oder eine m-dimensionale Urliste:

(3115 X122, -5 X1m)s (21, X225 -+, X2m), -+ (Xn1, Xn2, -+, Xpm)
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empirische Kovarianzen

Definition: X; mit j = 1,2, ..., m - metrisch skalierte Merkmale. Die Auspriagungen
dieser Merkmale wurden an n statistischen Einheiten erhoben:

(X11, X12, -y X1m )5 (X21, X022, -es X2m )5 +-o (Xn15 Xn2, -5 Xnm)

Dann ist die empirische Kovarianz dj wie folgt definiert:

1< _ _
di = - >0 — %) (i — %) =
i=1
= XXk = Xj Xk
Kovarianzmatrix:
di dip -+ dim
d1 dn 0 dom

dml dm2 o dmm
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empirische Korrelationskoeffizienten

Definition: X; mit j = 1,2,..., m - metrisch skalierte Merkmale. Die Auspragungen
dieser Merkmale wurden an n statistischen Einheiten erhoben:

(X115, X12, -y X1m), (X21, X225 oy X2m); vy (Xn1s Xn2, -y Xnm)

Dann ist der empirische Korrelationskoeffizient rj wie folgt definiert:

i
oy
VeV
Korrelationsmatrixmatrix:
ni 2 0 Nm
r. r. r.
p— 21 22 2m

mi rm2 -+ Imm
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Einfihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

® Bivariate Korrelationen - Fortsetzung
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multiple Korrelation - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Korrealtionsmatrix und der Kovarianzma-
trix

mit SPSS:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Korrelationskoeffizienten




EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 0000000000000 0 (e]e] 0000
0000000 00000000 000000000000

(e]e}
0000000 000000 00000 000000
0000000000000 00 00000000
0000000
000000

2. Korrelations- und Regressionsanalyse - Gliederung

3.1 Korrelationsanalyse

3.2 Einfache lineare Regression

3.3 Einfache nichtlineare Regression

3.4 Multiple Regression
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Gliederung

e 3.2.1 Problemstellung und Herleitung
e 3.2.2 Interpretation und Beispiel

e 3.2.3 Elastizitdten

e 3.2.4 GiitemaBe
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Korrelation / linearer Zusammenhang - grafische

Beispiel Zinssatze 2007 [nt@?ﬂpretatZOn

Mittehwert: 0.0448
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043 4 3
i 5 Mittehwert 0.0432

042 4 2
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041 4 7
A Ths
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029

040 042 044 046 048 050
7_03650

—> siehe 3.2 Einfache lineare Regression



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 00@00000000000 (e]e]

0000000 00000000 000000000000 O

0000000 000000 00000 000000
00000000

Definition: Es seien X und Y zwei metrisch skalierte Merkmale. Die
Auspragungen dieser zwei Merkmale wurden an n statistischen Einheiten
erhoben:

(X17y1)7 (X27.y2)7 s} (Xn,)/n)

Eine lineare Funktion
y*=f(x)=bo+ b1 -x

zur Beschreibung der statistischen Abhdngigkeit des Merkmals Y vom Merkmal
X heiBt einfache lineare Regression von Y auf X.
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000000

EINFUHRUNC

Problemstellung

y*If(X)=b0+b1-X

Bezeichnungen:

X - Regressor, unabhangige oder exogene Variable

Y - Regressand, abhingige oder endogene Variable

x - Realisation des Merkmals X (x € )

y - Realisation des Merkmals Y (x € R)

y* =1f(x) = bo + b1 - x Regresswert (Realisation von y Bei vorgegebenen x)
by - Regressionskonstante (intercept)

b: - linearer Regressionskoeffizient (slop)

u=y —y" Fehler (Residuum)
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lineare Regressionsfunktion: y* = f(x) = by + b1 - x mit (x € R)

x - beobachteter Wert des Merkmals X
y* = y*(x) berechneter (geschitzter) Wert des Merkmals Y
y - beobachteter Wert des Merkmals Y

uj = Yi— _yl.* =Yyi— yi*(Xi) Residuum (Fehler)
yi = yi+u=bo+bixi+u
Forderung:
n n n
D= iy )= (vi—(bo+bi-x))* = MIN
i=1 i=1 i=1

= Methode der kleinsten Quadrate



3.2 LINEARE REGRESSION
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Herleitung
Herleitung der Methode der kleinsten Quadrate

n

S(bo, b1) = > (vi — (bo + b1 - xi))* = MIN
i=1

Extremwertproblem einer Funktion mit zwei Variablen (b, b1)

notwendige Bedingung:

OS(bo.br) _
dbo
OS(bo b1) _

ob;
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Herleitung - Fortsetzung
notwendige Bedingung:

85 (bo, by)

. —2§(y,-—(bo+b1-x,-))=o

= Zy,-—b021—b1ZX,’:0
i=1 i=1 i=1
= Zy,-—bon—blzx,-zo
i=1 i=1
= —ZZ(y;—(bo+b1~Xi))~Xi:0
i=1

= zn:y,-x;—bozn:x,-—blznjx,?:O
i=1 i=1 i=1

0S(bo, b1)
Ob1
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Herleitung - Fortsetzung

Gleichungssystem:

n
b0"+blzxi

i=1
n n
by Z x;i + b Z x?
i=1 i=1
boA+ b1 B

boD + b1 E

n

Z}’i

i=1

n
> vixi
i=1
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Lésung des Gleichungssystems

=1 =1 =1 =1 — —
b = o o =y —bXx
ny x?— (3 xi)?
i=1 i=1
n n n
nyoXiYi— 2 Xi ) Yi
b — i=1 -1 =1
1 - n n
n Yy xF— (3 xi)?
i=1 i=1
n - . 18 - _
L=V =%) RV -x)
= =t _dyx
- n . - 1 n . - d2
> (x5 —%)? 7o (i —%)? X

1

Il
-

i
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Herleitung - Fortsetzung

n

S(bo, b1) = Z(Yi — (bo + b1 - x;))?> = MIN

i=1
Extremwertproblem einer Funktion mit zwei Variablen (bo, b1)
hinreichende Bedingung:

825 (bo, by) n
0:91)  _ 9N 1—2n>0
OB ; "=

92S(bo, b1) -,
P S AV 250
ob? ; XNz

AEGI
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Herleitung - Fortsetzung

Ableitungen:
2 bo. b n
% = 2Y1=2n>0
0 i=1
82S(by, b1) o,
o = 2Lx>0
i=1
9?S(bo, b1) n
Z T A R = 2 )
Dby by ; i
9S(bo,b1)  _ Z .
Bboby B =t
625(b%,b1) 32222(2,1,1) n n
b . _ 5 2
det | Psbob)  S(bgb) | 4”2 X — 4(2 xi)? >0
Obrbo ab7 i=1 i=1

= hinreichende Bedingung ist erfiillt.

UEC

B
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Herleitung Matrizenschreibweise

Die Gleichung y = f(x) = by + b1 - x + u gilt fiir allle Beobachtungen der Urliste:

yi = by + bixi + u
y2 = by 4+ bixa + w
Yn = bO + bl Xn + Up

oder in Matrizenschreibweise

31 1 x uy

¥2 _ 1 x ( 1;0 ) I up
1

Yn 1 Xn Up

oder kompakt: y=X-b+u



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 000000000000e0 (e]e] 0000
0000000 00000000 000000000000 (e]e}
0000000 000000 00000 000000
0000000000000 00 00000000

0000000

000000

Operationen mit Matrizen

e (A-B)T=BT.AT

oAB) _
* —5i =8B

a(AT-B)
* “%x =B

° a(A(x)-B(x)) 0A(X . ( )+ 3B(X) 'A(X)

ox
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Herleitung

Ausgangspunkt:

y=X-b+u
Regeln: (A+ B)T = AT + BT und (AB)T = BTAT

Extremwertproblem:

S(b) = ulu=(y=Xb)"(y=Xb)=(y" = (Xb)")(y — Xb) — MIN
= yly—(XB) 'y —yTXb+ (XB)'Xb=y Ty —2b"XTy + (Xb)T Xb
as(b)  _ ay'y 2abTxTy N I(Xb)TXb
b 0b ob b

= 0-2XTy+2X"Xb=0
Normalgleichungssystem:
XTXb=X"Ty =

Ldsung:

b= (XTX)"1XTy



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 000000000000 00 (e]e] 0000
0000000 @0000000 000000000000 (e]e}
0000000 000000 00000 000000
0000000000000 00 00000000

0000000

000000

Gliederung

3.2.1 Problemstellung und Herleitung

3.2.2 Interpretation und Beispiel
3.2.3 Elastizitaten
3.2.4 GiitemaBe
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Renlicticrhee Reieniel
In einer Studie des ADAC wurden fiir 269 Personkraftwagen unterschiedlicher Fabrikate und
Modelle Daten zum Kraftstoffverbrauch (in Liter je 100 km) und zum KohlendioxidausstoR (in
Gramm pro km) erhoben (ADACmotorwelt , 5/1998).
Aus dieser Statistik ist Innen nachfolgend ein Auszug aus der gesamten Urliste gegeben (10
Kleinwagen mit einem Hubraum von héchstens 1300 ccm, die den Kraftstoff Super oder
Normal verbrauchen):

PKW- Kraftstoffverbrauch Kohlendioxidaussto Fabrikat /
Nummer 1/100 km g/ km Modell
Sp. 1 Sp. 2 Sp. 3 Sp. 4
1 6,0 138 Opel Corsa
2 6,0 127 Daihatsu Cuore
3 6,3 143 Renault Twingo
4 6,3 134 Suzuki Alto
5 6,4 139 Seat Arosa
6 6,5 149 Peugot 106
7 6,6 142 VW Polo
8 6,7 145 Fiat Cinquecento 0.9 i.e
9 6,9 148 Fiat Cinquecento Sporting
10 7,0 150 Lancia Y

Fr die zwei kardinalskalierten Erhebungsmerkmale (zweidimensionales Merkmal)

X : Kraftstoffverbrauch (in I/ 100 km
Y : KohlendioxidausstoR (in g / km)
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grafische Interpretation
realistisches Beispiel Kraftstoffverbrauch (in 1/100 km) - X und SchadstoffausstoB (in

g/km) - Y
mean 647

155

150 4 g

145

> 1404

1354

1304

125

58 60 62 64 66 68 70O 72
s

—> siehe 3.2 Einfache lineare Regression
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i X Y XX XY
« S Berechnungen
27| 0 762
43 g 9003
34 7 6442
9 809.6
9 9685
9372
95
9 10212
il 0 9. 1080
|Bumme. B47| 141 419, 91731
n n 2 n n
Zlyy'_ R AP lefy,'
== ==
bg = m ; - 5 =
Y K2 — (3 %)
i=1 i=1
14150 419.7 — 64.7 01731 _ 30518 _
- 10 - 419.7 — 4186.09 © 1041
n 0
Ny Xiyi — 2 Xi 2 Vi
b — i1 =1 =1
1 - n 5 n -
Y K2 = (3 x)?
i=1 i=1
10-9173.1 — 64.7 - 1415.0  180.5
- = —17.34

10 - 419.7 — 4186.09 10.41
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Interpretation

MaBeinheiten: X -Kraftstoffverbrauch [15a—] und Y SchadstoffausstoB [ ]

y*=f(x)=bo+ b1 - x=29.31+17.34 - x

y* = b + b @ x

(& = &l + [ oo

y=f(x)=bo+b1-x+u=29314+1734 -x+u

y = b + b x + u

(& = & + [ [l + [&]




EINFUHRUNG 3 KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION

Interpretation
MaBeinheiten: X -Kraftstoffverbrauch [m] und Y SchadstoffausstoB [%]

y*=1f(x)=bo+ b1 -x=29.31417.34 - x

y* by + by X

100 /
[%] = [%] + Tg] To0km |

Interpretation der Koeffizienten by und by

® pp - wenn x = 0 (kein Kraftstoffverbrauch !) dann wird trotzdem Schadstoff in
der Héhe von 29,31 [%] ausgestoBen. = Kraftstoffverbrauchsunabhingiger

SchadstoffausstoB.

® p; - wegen W*b —
bei einem Kraftstoffverbrauch von 1100km entsteht ein SchadstoffausstoB von
17. 34 o, oder

bei einer Erhéhung /Verringerung des Kraftstoffverbrauchs um 1100k steigt /
fallt der SchadstoffausstoB um 17.34 ‘fn.

MULTIPI

REG
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grafische Interpretation

GO0

400

200 +
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Eigenschaften lineare Regression

1 y*(x)=y
— 1 n
2 *:;Z:l}/,'*:}_’
L= Y = R0 ) =6

5. Zusammenhang zwischen by und r,,: by - f—j’& = hy
Yy
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Gliederung

e 3.2.1 Problemstellung und Herleitung
e 3.2.2 Interpretation und Beispiel

e 3.2.3 Elastizitdten

e 3.2.4 GiitemaBe
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Grenzfunktion / absolute Verdnderung

Definition: Es sei y*(x) eine stetige, bivariate Regressionsfunktion. Dann heiBt die
erste Ableitung y/*(x) Grenzfunktion der Regressionsfunktion:

dy*(x)
dx

y'x(x) =

Der Wert an der Stelle xp heiBt durchschnittlich absolute Veridnderung der exogenen
Variablen y oder durchschnittliche absolute Elastizitat

dy*(x) e
dx O

y'#(x0) =

Wenn die bivariate Regressionsfunktion linear ist, d. h. y* = f(x) = by + b1 - x, dann

gilt:

dy*(x)
dx

/

y'*(x0) =

[Ix=xo = b1 ¥x = xp
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Flastizitit / Elastizitatsfunktion

Definition: Es sei y*(x) eine stetige, bivariate Regressionsfunktion. Dann heiBt die
Funktion €(x) Elastizitatsfunktion der Regressionsfunktion:

X dt) Y
v dx 26

e(x) =

Der Wert an der Stelle xp heiBt Elastizitdt der exogenen Variablen Y oder
durchschnittlich relative Verdnderung oder durchschnittliche relative Elastizitat

x  dy*(x)
y*(x) dx

y'* (x0)
y*(x0)

*
lIx=xo = .

€(x) = e(x0) =

Wenn die bivariate Regressionsfunktion linear ist, d. h. y* = f(x) = by + b1 - x, dann
gilt:

X dy*(x)  bi-x
y*(x) dx  bo+by-x

e(x) =

REG
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Flastizitit / Interpretation

Bewertung der Nachgiebigkeit der Variablen Y bei Verdnderung der Variablen X:
le(xo)] > 1 ueberproportional elastisch
le(x)] =1 proportional elastisch

le(x0)] <1 unterproportional elastisch

y*=Ff(x)=bg+ b1 -x=29.31+17.34-x

d *
y'*(x0) = ydix) llx=xy = b1 = 17.34 ¥x = xo
b1 - x 17.34 - x
ex) = =
bo+by-x  29.31+17.34-x
17.34 - xo 17.34-6.5

=0.7936 wenn xgp =6,5

jul
Bul
3
N

Il

29.314+17.34 - xo - 29.31417.34-6.5
= |e(x0)| < 1 = unterproportional elastisch
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Flastizitdt / Interpretation

MaBeinheiten: X -Kraftstoffverbrauch [m] und Y SchadstoffausstoB [£-

y*=f(x)=bo+ b1 -x=29.31+17.34 - x

y* = b + by X
_ 100, |
[%] = [%] + [ /g] [IOOkm]
dy* 100
Vo) = PO 17,3418 o
dx /
17.34 - 17.34-6.5 £
() = 0 - — 0.7936 m
2031+ 17.34-x, 2031 +17.34-65 £

— dimensionslos
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Flastizitit / Interpretation

y*=1f(x)=bo+ by -x=29.31+17.34-x

d *
y'(x0) = yd)EX) Ix=xo = b1 = 17.34 ¥x = xg
17.34 - 17.34-6.5
e(xo) = 34 %0 = = 0.7936 wenn xp =6,5
29.314+17.34 - x 29.31+417.34-6.5

® y’x(xp) - durchschnittlich absolute Verdnderung der exogenen Variablen y
bei einer Erhéhung /Verringerung des Kraftstoffverbrauchs um lm steigt /
fallt der SchadstoffausstoB um 17.34%.

® ¢(xp) - Elastizitat der exogenen Variablen Y

bei einer Erhéhung /Verringerung des Kraftstoffverbrauchs um 1 Prozent steigt
/ fallt der SchadstoffausstoB um 0,79 Prozent.

MULTIPI

REG
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Gliederung

e 3.2.1 Problemstellung und Herleitung
e 3.2.2 Interpretation und Beispiel

e 3.2.3 Elastizitdten

e 3.2.4 GiitemaBe
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Varianz / Standardabweichung der Residuen

Definition: Die Varianz der Residuen (Mittlerer quadratischer Fehler der
Regression) d? wird analog zur empirischen Varianz berechnet:

n
dﬁziZ(u,—u ZU Zy—)/;*)2
i=1

i=1

Definition: Die Standardabweichung der Residuen (Standardabweichung
der Regression) d? wird analog zur empirischen Standardabweichung
berechnet:

d, = +/d?

u
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Interpretation:
Ya

nicht érklarte e
Abweichung Y_Y gesamte
! Abweichung
I o
| !
| |
|
1 H
|
| t
l
i i >
X X X

R? erklaerte Abweichung
" Gesamte Abweichung

AEGI
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2 erklaerte Abweichung _
Gesamte Abweichung
& 2 . )2
* kva * *
L=y X0r -y g
i=1 i=1 _ Ty

Zn: (vi—v)? %

i=1

n

Y (vi—vy)?
i=1
(aus der Grafik)

ém—yﬁ—ém-wﬁ

> (i — )
i=1

n
(vi—y')? o7

M: EM:

(vi —¥)?
1 i=1

3.4 MULTIPLE I

UEC
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00000000000

0000000000000 00

0000000

000000

600

—

400

2004

00000000000000 [e]e)
00000000 000000000000
000000 00000
0000e000
Bestimmtheitsmaf
¥
I 600 -
400+ .
5 =g+ Byx
2004
a] T T
300 10.0 200 300
— X
2 *\2
ui = (vi —yi')
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Anforderungen an Gitemafe

Um GiitemaBe zum Vergleich verschiedener Modellansitze heranziehen zu
konnen, miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1. die endogene Variable in zu vergleichenden Modellen muB identisch sein
(numerische Werte miissen iibereinstimmen).

2. die Anzahl der exogenen Parameter muB in denzu vergleichenden
Modellen identisch sein.

3. Die Modelle besitzen einen Niveauparameter (bo).
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Einfihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

® Lineare Regression

e Diagramme (Sequenz) - Fortsetzung




3.2 LINEARE REGRESSION

0000000e
Lineare Regression - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Bestimmen der Regressionsgleichung und der GiitemaBe

mit SPSS:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls

Aufgaben: Schitzen der Koeffizienten, Auswertung der ANOVA und
anderer Tabellen, grafische darstellung der Ergebnisse
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2. Korrelations- und Regressionsanalyse - Gliederung

3.1 Korrelationsanalyse

3.2 Einfache lineare Regression

3.3 Einfache nichtlineare Regression

3.4 Multiple Regression
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Gliederung

3.2.1 Problemstellung
3.2.2 Linearisierung

3.2.3 Elastizitaten

3.2.4 Nichtlineare Regressionstechniken - Alternativen
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oe

einfiihrendes Beispiel

Beispiel : Kraftfutter (in 50 kg/Jahr) X und Milchleistung (I / Jahr) Y fiir 12 Jahre

% Y
1 10 6525 Streudiagramm
2 30| B4
3 20 s019 000
4 ] IS 8500 -
5 5 5335 8000 g @ B
B ] =T ol z
C— "
=
g [ a0 = g;gg
10 1 4336 L]
11 17 7225 Song []
12 28] 82 5000
4500
L]
40001—
o 10 20 30 40
X

Quelle: von Auer, Okonometrie Berlin, Heidelberg, New York 1999
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Gliederung

e 3.2.1 Problemstellung
e 3.2.2 Linearisierung
e 3.2.3 Elastizitaten
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Linearisierbare Funktionen

Transformation von nichtlinearen Funktionen in lineare Funktionen: Linarisierung

Funktionstyp Funktionsgleichung Linearisierte Funktion
logarithmisch e = elboFu)xb1 y =bo+ biln(x)+u

y =bo+ biln(x)+u
exponential y = eboFbixFu In(y) = bo + bix + u
invers y:bg—bli-i-u y:bo—i-blz—i-umitz:%
Potenzfunktion | y = bgxP1et In(y) = In(bo) + b1lIn(x) + u




3.3 NICHTLINEARE REGRESSION
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Linearisierbare Funktionen

verwendete transformierte GroBen

Funktionstyp Linearisierte Funktion Verwendete Beobachtungen
logarithmisch y = bo + bilIn(x) + u y, In(x)

exponential In(y) =bo+ bix+u In(y), x

invers y:b0+blz+umitz:% y,%

Potenzfunktion | In(y) = In(bo) + biin(x) + u | In(y), In(x)
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Die Technik der Linearisierung wirft folgende Probleme auf:

® Die Fehler u haben fiir jede linearisierte Funktion unterschiedliche MaBeinheiten.
Damit ist der Vergleich der Modellgiite mit Hilfe der Kriterien Varianz der
Residuen und BesrtimmtheitsmaB nicht zulissig.

® Nicht alle nichtlinere Funktionen lassen sich linearisieren.

® Es ist zu liberpriifen, ob alle statistischen Eigenschaften durch die lineare
Transformation erhalten bleiben.
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Linearisierbare Funktionen in SPSS

Kurventyp Funktion Lineare Form
Linear y=by+b;-x y=by+b-x
Logarithmisch y="by+b; - In(x) y="by+b; - In(x)
Invers y=Thy 4oL y=by ih
X X
Quadratisch y=bg1-b1-x—b3-x] y=byg+b-x+by-x
Kubisch y=bp+b - x+byxi+by % y=hy+box+by o +bye ¥
Exponent y=bpx" In(y) = ln(bg) + by - In(x)

Zusammengesetzt y =1y - bf

S v= et
’ 1
Logistisch ¥y=
L -'D~ +b,
Wachstum y= gltt®
Exponentiell y=Ty- &l

In(3) = In(bg) + In(by) - x

() = b+ 22
X
—_— L ) iy +In@y) - x
o ¥ +5 o )3
In(y)=bp+b;'x
e In(y) = In(bg) + by - X

—> Berechnung mit SPSS (Kurvenanpassung)
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Linear Logarithmisch Invers

7 =
/ |

Quadratisch Kubisch Exponent
~/ 1 2

v ; :
Zusammengesetzt Logistisch
1

L I 2
e )

Wachstum Exponentiell

~

w

J

/
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Beispiel

Beispiel : Kraftfutter (in 50 kg/Jahr) X und Milchleistung (I / Jahr) Y fiir 12 Jahre

% Y
1 10 6525 Streudiagramm
2 30| B4
3 20 s019 000
4 ] IS 8500 -
5 5 5335 8000 g @ B
B ] =T ol z
C— "
=
g [ a0 = g;gg
10 1 4336 L]
11 17 7225 Song []
12 28] 82 5000
4500
L]
40001—
o 10 20 30 40
X

Quelle: von Auer, Okonometrie Berlin, Heidelberg, New York 1999
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Beispiel Vorgehen

Schritte:

1. Wabhl der linearisierbaren Funktion anhand der Grafik
= logarithmisch, exponential

2. Umformen der Ausgangswerte
3. Losung des linearisierten Problems

4. Formulierung der nichtlinearen Schéatzgleichung
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Beispiel Linearisierung und Lésung des linearen
Problems
logarithmisch: e¥ = e(bott)xb1 = y — by 4+ byIn(x) 4 u
Transformation: x — In(x) = z = In(x)

Lésung des linearen Problems:

PR = = i1 =
0 - n ) n
ny z; — (X z)?
i1 i1
n n n
Ny ziyi— 3,z Yi
b — -1 ==

AEGI
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00000000000

Beispiel Umformen der Ausgangswerte
Beispiel : Kraftfutter (in 50 kg/Jahr) X und Milchleistung (I / Jahr) Y fiir 12 Jahre

b b Ini) Iniy) 1/x
1 10 B525| 2.3025585| 8.753396 0.1
2 30 8437 | 3.401197| 9.040352| 0.033333
3 20 8019| 2.995732| 5.989569 0.05
4 33 89255| 3.496505| 9.018574| 0.030303
=] =] 5335 1.609435| 8552044 02
5] 22 7236| 3.091042| 5.886524| 0.045455
7 g 5821 | 2.079442| 5.665227 0.125
g 14 7531 | 2639057 | 5.926753) 0.071429
9 25 8320| 3.218676| 9.026418 0.04
10 1 4336 0] 8.374708 1
11 17 7225| 2.833213| 5.885303) 0.058324
12 28 8112| 3.332205| 9.0011) 0.035714

= hier nur In(y) notwendig
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Berechnungen
n n n
EYIZZ ZZIZZIYI
=1 i=1 =1 =1
by = =5 — = 3818.334
2
ny. zt— (3 z)?
i=1 i=1
n n n
”ZZIYI—ZZ:Z)’,
2 =)
by = = ==L =1268.803
2 2
n)z = (X z)
i=1 i=1

lineare Regressionsgleichung: y = by + b1/n(x) + u = 3818.334 4 1268.803/n(x) + u

nichtlineare Regressionsgleichung:ey = e(bott)xb1 — £(3818.334+1),1268.803

I

UEC

B
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Beispiel Linearisierung und Lésung des linearen

Problems

exponential: y = ebPo+b1x+t = In(y) = by + bix + u
Transformation: y — In(y) = z = In(y) Lésung des linearen Problems:

=1 _ g 523600651

b — =L =l i=1
0 - n R n
ny x?— (Z xi )2
i=1 i=1
n n n
n E X; Zi E X; Z z;
p = = =Ll —0,018315116
n X:2 — (> x)?
i=1 i=1

lineare Regressionsgleichung:
In(y) = bo + bix + u = 8,523600651 + 0,018315116x + u

nichtlineare Regressionsgleichung:y = ePotbixt+u — ¢8,523600651+0,018315116x+u
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Gliederung

e 3.2.1 Problemstellung
e 3.2.2 Linearisierung
e 3.2.3 Elastizitdten



marginale Verdanderungen: =%

dy
dx

3.3 NICHTLINEARE REGRESSION
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FElastizitaten

Funktionstyp Funktionsgleichung Grenzfunktionen
logarithmisch y = by + biIn(x) +u | byx !
exponential y = eboFbixtu by ePoFbix

invers y =by — bl% +u —byx—2
Potenzfunktion | y = byxPle" bobyxP1x—T




EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE

3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION

00000000000 00000000000000 00
0000000 00000000 000000000000
0000000 000000 00000
000000000000000 00000000
0000000
000000

marginale Verinderungen: 9 . X

g gen: g -y
Funktionstyp Funktionsgleichung Grenzfunktionen Elastizitdten

logarithmisch y =bo+ biIn(x)+u | bix

—T

by[by + byIn(x)] "

exponential y = ePoFbrxtu by eP0TPIX bix
invers y=b07b1%+u “bix L bilbox + b1] T
Potenzfunktion | y = boxbl el bgblxbl < T by

3.4 MULTIPLE REGI
0000

(e]e}
000000



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 0000000000000 0 (e]e] 0000
0000000 00000000 000000000000 (e]e}
0000000 000000 [e]e]e] o) 000000
0000000000000 00 00000000

0000000

000000

Einfihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

e Kurvenanpassung

® nichtlineare Regression




3.3 NICHTLINEARE REGRESSION
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Nichtlineare Regression - Beispiel

mit Excel:

Beispiel : 777

Aufgaben: Bestimmen der Regressionsgleichung und der GiitemaBe

mit SPSS:

Beispiel : 777

Aufgaben: Schatzen der Koeffizienten, Auswertung ANOVA und an-
derer Tabellen, grafische darstellung der Ergebnisse
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2. Korrelations- und Regressionsanalyse - Gliederung

3.1 Korrelationsanalyse

3.2 Einfache lineare Regression

3.3 Einfache nichtlineare Regression

3.4 Multiple Regression
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Gliederung

¢ 3.4.1 Definition und Herleitung
e 3.2.2 GiitemaBe
e 3.2.3 Beispiel
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Definition
Definition: Y und X; mit j = 1,2,..., m - metrisch skalierte Merkmale. Die
Ausprdgungen dieser Merkmale wurden an n statistischen Einheiten erhoben:

(Y1, X11, X12, ooy XUm), (V25 X21, X202, o0y X2m )5 oy (Y, Xn1s X2, o Xnm)

m
Eine lineare Funktion y* = f(x1, X2, ..., Xm) = bo 4+ Y bj - x; zur Beschreibung der
j=1

statistischen Abhdngigkeit des Merkmals Y von den Merkmalen X; heiBt einfache
lineare Regression.

X; - Regressoren, unabhingige oder exogene Variablen

Y - Regressand, abhingige oder endogene Variable

x - vorgebener Vektor der Realisationen der Merkmale X; mit

x = (X1, %2, -+, xm) " und xj € R)

y* = y*(x) Regresswert (Realisation von y Bei vorgegebenen x)
by - Regressionskonstante (intercept)

bj - linearer Regressionskoeffizienten, slop, b = (b1, ba, ..., bm)

Es gilt: y* = y*(x) = by + bx
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Definition

m
Die Gleichung y = f(x1,X2,...,xm) = bo + >_ bj - x; + u gilt fiir allle Beobachtungen
j=1

der Urliste:
1 = bo + bixu1 + + bmxim +
¥2 = by + bixat + - + bmxom + w
*Yn = bp + bixm + +  bmXem + un
oder in Matrizenschreibweise
71 1 x1 - Xm by uy
S I I
Yn 1 Xnl Xnm bm Up

oder kompakt: y=X-b+u
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Herleitung

Ausgangspunkt:
y=X-b+4+u
Extremwertproblem:

S(by=uTu=(y—Xb)T(y —Xb) =yTy —2bXTy + b" X7 Xb — MIN

Normalgleichungssystem:
XTXb=XTy
=

L6sung:

b= (XTX)"1xTy
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Gliederung

e 3.4.1 Definition und Herleitung
e 3.2.2 GiitemaBe
e 3.2.3 Beispiel



EINFUHRUNG ~ 3.1. KORRELATIONSANALYSE 3.2 LINEARE REGRESSION 3.3 NICHTLINEARE REGRESSION 3.4 MULTIPLE REGI

00000000000 0000000000000 0 (e]e] 0000
0000000 00000000 000000000000 oce
0000000 000000 00000 000000
0000000000000 00 00000000

0000000

000000

Giitemajle

Residualquadratsumme:
uTu=(y —Xb)T(y — Xb)

BestimmtheitsmaB:
RZ —1— uTu
yTy—ny

korrigiertes BestimmtheitsmaB:

RR=1-(1- R?)- L 7 mit k - Anzahl der exogenen Variablen
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Gliederung
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daxhchst |[daxtief  |daxende
k)
02Jun%|  5509] 654|560
03.Jun 98 5626 5607 5614
04.Jund8]  5B18] 5575 589
06.Jun 89 5689 5636 5689
0B.Jund8] 5788 5755 5780
09.Jund6| 5783 E745| 5760
0Jun98]  57R4|  E719) 5754
1280 5739 S42] 57
15JundB|  SED7|  ER13)  5SD7)
16.Jun9B]  SBD4|  556B) 5592
17.Jun 98 5712 5678 5709
1B.Jun9B|  678R|  8B97) 671G
19.Jun 98 5707 5683 5703
2Jun%8|  5BS5|  SBM6| 5655
B.Jun 38 5719 5630 a719
4.Jn%|  5780]  &722) 578D
5.Jind8|  BTT] ERAD| 8867
6.Jund8] 5893 SB49|  sATD)
29.Jun%|  5921|  EB%6| 5915
0Jun3|  5901]  ABAB| A9

CQuelle: dax.sav

Vorlesungsbeispiel 3

Beispiel

3.4 MULTIPLE REGI

0@0000
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Einfihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

® Lineare Regression

® Methoden zur Auswahl der unabhingigen Variablen
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Einfihrung in SPSS - Themen

EinschluB (Regression). Eine Prozedur fiir die Variablenauswahl, bei der
alle Variablen eines Blocks in einem einzigen Schritt aufgenommen
werden.

Schrittweise Selektion. Bei jedem Schritt wird die noch nicht in der
Gleichung enthaltene unabhingige Variable, wenn das Auswahlkriterium
erfiillt ist

Entfernen (Variable Selection). Ein Verfahren zur Variablenselektion, bei
dem alle Variablen eines Blocks in einem Schritt ausgeschlossen werden.

. Riickwiartselimination. Eine Methode zur Variablendselektion, bei der alle

Variablen in die Gleichung aufgenommen und anschlieBend sequentiell
ausgeschlossen werden.

Vorwartsselektion. Ein Verfahren zur schrittweisen Variablenauswabhl, in
dem die Variablen nacheinander in das Modell aufgenommen werden.
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Multiple lineare Regression - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls:

Aufgaben: Bestimmen der Regressionsgleichung und der GiitemaBe

mit SPSS:

Beispiel 2: Zinsatze 2007_2.xls:

Aufgaben: Schatzen der Koeffizienten, Auswertung ANOVA und an-
derer Tabellen, grafische darstellung der Ergebnisse
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Multiple nichtlineare Regression - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 2: Produktionsfunktion Cobb-Douglas

Aufgaben: Bestimmen der Regressionsgleichung und der GiitemaBe,
okonomische Interpretation

mit SPSS:

Beispiel 2: Produktionsfunktion Cobb-Douglas

Aufgaben: Schétzen der Koeffizienten, Auswertung ANOVA und an-
derer Tabellen, grafische darstellung der Ergebnisse, 6konomische In-

terpretation
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